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PROLOGO DEL REDACTOR 
DE LA TRADUCCION 


Este libro es la traducción al castellano de la 3“ edición 
rusa. La segunda edición del mismo está traducida al alemán 
e inglés. Véase T. G. Petrovski, “Vorlesungen uber die Thco- 
rie der Integralgleichungen” (Physica-Verlag, Würzburg, 
1953; trad. alemana de la 2% ed. rusa, 1951) y “Lectures on 
the theory of integral equations” (Graylock Press, Roches- 
ter, 1957, trad. inglesa de la misma edición rusa). 

A pesar de que la primera edición rusa de este libro 
salió en el año 1948, creemos que el tema tratado, así como 
su exposición, siguen siendo actuales. Esperamos que la 
traducción castellana será bien acogida por los matemáticos 
de habla castellana, no sólo por la importancia del material 
expuesto, sino también por la misma personalidad del autor, 
Rector de la Universidad de Moscú desde el año 1951. 


E. Aparicio 


Dedico este libro 
a la memoria preclara de 
mi pudre 
GEORGUL IVANOVICH 
PETROVSKI 


CAPITULO 1 


INTRODUCCION. 
TEOREMAS DE FREDHOLM 


$ 1. Definiciones. Ejemplos 


Sc acostumbra llamar ecuaciones integrales a aquéllas 
que contienen la función incógnita bajo cl signo integral. 
En particular, la siguiente ccuación, respecto a la función 
(5), es una integral: 


b 
at) | KC, DE) de, (51) 


donde ax), f(x), K(x, E) son funciones dadas, y q$) es 
una función incógnita; las variables x y E toman todos los 
valores del intervalo (a, b). 

En este libro solamente estudiaremos ecuaciones en las 
que la función incógnita figura en forma lineal, es decir, 
solamente ecuaciones del tipo (1,1). Dichas ecuaciones se 
llaman ecuaciones integrales lineales. Si a(x) no se anula, 
dividiendo ambas partes de la ecuación (1,1) entre a(x), 
obtenemos una ecuación del tipo 


ô 
9 f K WO A). B) 


a 
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Estas ecuaciones se llaman ecuaciones integrales lineales 
de segunda especie, o de Fredholm, en honor al matemático 
que las estudió por primera vez, Si f(x) =0, la ecuación (2,1) 
se lluma homogénea. 

Si fuese a(x) =0, entonces la ecuación (1,1) se reduciría a 


y 
[Gs WOES, 


la cual se llama ecuación integral lineal de primera especie, 

La función K(x, E) se llama núcleo de la ecuación inte- 
gral. 

En lo sucesivo nos ocuparemos principalmente de las 
ecuaciones integrales lineales de segunda especie. 

Pueden considerarse ecuaciones integrales, en las que 
Jas funciones incógnitas dependan no de una variable, sino 
de varias, De este tipo es, por ejemplo, la ecuación 


90% 3) = | KGx, ys Es mA, m) de de +f, y) 
G 


respecto a la función incógnita p(£, 1), donde la integración 
se efectúa sobre cierta región G del plano (£, 1). El punto 
(x, y) también pertenece a esta región. Esta ecuación puede 
escribirse en la forma 


(2) = | KCP, OWO) dO +P), 
G 


donde PEG y QEG». 


*) La notación A € M significa que el punto A pertenece al con- 
junto M. 
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También pueden examinarse sistemas de ecuaciones inte- 
grales con varias funciones incógnitas. 

Observación. En lo sucesivo, excepto en el $ 20, sin in- 
dicarlo expresamente, supondremos que las funciones con- 
sideradas de los puntos P o Q están definidas en una región 
finita G de dimensión d, que son continuas en toda esta 
región, a excepción, posiblemente, de un número finito de 
puntos, de curvas y de superficies suficientemente regulares, 
hasta de dimensión (d— 1) inclusive. En estos puntos, curvas 
y superficies singulares, las funciones pucden no estar de- 
finidas. La frontera de la región G se considerará compuesta 
por un número finito d:: superficies regulares de dimensión 
(d—1), o de un número finito de arcos regulares, si d=2, 

En lo sucesivo, excepto en el $ 20, la integración se 
entenderá en el sentido ordinario, si las funciones son con- 
tinuas en G; si dichas funciones tienen discontinuidades en 
ciertos puntos, curvas o superficies, entonces las integrales 
se considerarán como impropias; se supondrá que todas las 
funciones estudiadas son absolutamente integrables. 


$ 2. Problemas típicos que se reducen 
a ecuaciones integrales 


Consideremos un hilo flexible de longitud /, el que fácil- 
mente (en el límite, como supondremos, sin ninguna rc- 
sistencia) puede cambiar su forma, pero, para aumentar su 
longitud en 4 se necesita aplicar una fuerza c Al, donde e 
es una constante (ley de Hooke). Supongamos que los extre- 
mos de este hilo están fijos a dos puntos inmóviles A y B, 
que se encuentran en la parte no negativa del eje x. Supon- 
gamos, además, que el punto A se encuentra en el origen 
del eje. El eje x lo consideraremos horizontal, Cuando el 
hilo está en reposo, sólo bajo la acción de la fuerza hori- 


12 Introducción. Teoremas de Fredholm 


zontal de tensión 7,, muy grande, en comparación con las 
otras fuerzas consideradas, la posición del hilo será hori- 
zontal, o sea, coincidirá con el eje Ox. 

Supongamos que en el punto C, para el cual x=£, hay 
aplicada al hilo una fuerza vertical P. Bajo la acción de 
ésta, el hilo toma la forma de una linea quebrada ACB 
(fig. 1). Supongamos que CC,= es muy pequeño, en com- 


A Co B o 


Fig. 1 


paración con AC, y CoB (el resultado de que P sea pequeño 
respecto a Tp). Despreciando el cuadrado de la magnitud ô 
con respecto a /, se puede considerar que también, bajo la 
acción de la fuerza P, la tensión del hilo se conserva igual 
a Tọ. Proyectando sobre la vertical las fuerzas de tensión 
del hilo en cl punto C y la fuerza P y despreciando nueva- 
mente los miembros que contienen 0%, obtenemos: 


ô ò 
Tog +To 32?» 
de donde 


PUE 
d= Ti 


Designando por y(x) la flexión del hilo en el punto de ab- 
cisa x, de lo anterior obtenemos 


10) =P-G(x, E, 


Problemas típicos que se red. a ccuac. integ 13 


donde 
G(x, > para el intervalo AC(0=x=xb), 
d- ` (1,2) 
G(x, )= 7y Para el intervalo CB(E=x=)). 


Aplicando estas fórmulas, puede comprobarse fácilmente 


que 
G(x, )=G(, x). 


Supongamos que sobre el hilo actúa una fuerza distri- 
buida en forma continua con densidad lineal p(8) tal, que 
en el intervalo de éste, entre los puntos E y ¿+4£, actúa 
una fuerza, aproximadamente igual a p(E) AÈ. Ya que los 
desplazamientos causados por las fuerzas elementales p(£) AË 
se suman (“principio de superposición”), el hilo, bajo la 
acción de esta fuerza, toma la forma 


d 
s- | CE, DE ae. 


Consideremos los problemas siguientes. 

i. Buscaremos la densidad de distribución de la fuerza 
Pt), bajo cuya acción el hilo toma una forma dada y =3(x). 
Entonces llegamos a la ecuación integral de primera especie 


t 
= | Cix, Dp) de ea 


respecto a la función incógnita p(&). 
2. Supongamos que sobre el hilo actúa una fuerza que 
varía con el tiempo £, con una densidad en el punto £ igual a 


pl) senor  (wW>0). 
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Bajo su acción, el hilo se pone en movimiento. Supondre- 
mos, además, que durante su movimiento, la abscisa de cada 
punto del mismo no varía, y que el hilo efectúa oscilaciones 
periódicas, descritas por la ecuación 

y=y(x) sen ot. 

Denotando por e(5) la densidad lineal de la masa del 
hilo en el punto E, obtenemos que, en el momento t, en el 
segmento del hilo, entre los puntos ë y £+4£, además de 
la fuerza p(E) sen wt AE actúa también la fuerza de inercia 


= oE) 45 TZ ByE? sen ot AE. 


Por esto, la igualdad (2,2) toma la siguiente forma: 
t 
V) sen wt = | G(x, EXP(E) sen ot +woE E) sen or] dÈ. 
o 
Simplificando por sen wt y haciendo 
ñ 
faw DO dfo), G(x, DAS) =KG, 0, a= 
v 
obtenemos: 
1 
y09=1 KG. WO E+ 62 
ô 
Suponiendo dada la función p(¢) y, por lo tanto, f(x), llega- 
mos de esta manera a una ecuación integral de Fredholm 
para la determinación de la función y(x). Obsérvese que, 
en virtud de la definición de la función f(x), se tiene que 


SO=A0=0. 
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Si la densidad p($) es constante y f(x) es una función 
con segunda derivada continua, no es difícil resolver esta 
ecuación integral. En efecto, poniendo en K(x, E) en lugar 
de G(x, E) su expresión dada por (1,2), resulta 

1 


16900 [GA ye) dE tote EL y de +10 
v 


x 


o sea 
3 i 
e SDO di ZE o df, 
0 x 
donde . 
Q 
c= ñ- 


Derivando dos veces respecto a x ambas partes de esta 
ecuación, obtenemos 


V= yd. (4,2) 


Por otra parte, se puede demostrar que cualquier solución 
de la ecuación diferencial (4,2), que se anula para x=0 y 
x=], es también solución de la ecuación integral (3,2). Para 
ello basta multiplicar ambas partes de la igualdad y”(Ẹ) = 
= —w?cy() +f" (E) por —T,¿G(x, E) e integrar respecto a £ 
desde O hasta /. Entonces se obtiene la igualdad (3,2), ya 
que, integrando por partes, se muestra fácilmente que 


t 
[756 DO d= 9), 
0 


donde p(x) es una función cualquiera con segunda derivada 
continua, igual a cero para x=0 y x=]. 
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Como es sabido por el curso de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, la solución general de la ecuación (4,2) tiene la 
forma 


x 
y=C, sen fix + Ca Cos ux+ - f J'E) sen p(x—E) dé, 
0 


en donde ¿=wYc y C, y C son constantes arbitrarias. De 
las igualdades (1,2) y (3,2) se deduce que +0) = y()=0. 
Determinando de estas condiciones C, y C,, obtenemos que, 
si sen l0, 


x)=- A a O sen a(l- Ẹ) d+ 
ESO sen uw- de. (52) 
a 


En este caso, la ecuación integral (3,2) posee una solución 
única para cualquier función f(x), siempre que f(x) tenga 
segunda derivada continua y f(0)=f(0) =0. 

Se puede demostrar, que para la existencia de solución 
de la ecuación integral (3,2) es suficiente, si sen 10, que 
la función f(x) sea continua; la condición de existencia y, 
con más razón, de continuidad de Ja segunda derivada, es 
superflua, En cambio, la condición sen f10 es completa- 
mente imprescindible para que esta ecuación integral tenga 
solución para cualquier función continua, e incluso, para 
toda función A(x) derivable cualquier número de veces. 

Si sen /=0, entonces 


=T (6,2) 
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n (1,2) 
kn? 
a EE 62 


en donde k es un número entero cualquiera: positivo, nega- 
tivo o cero. Los valores de A, dados por la fórmula (8,2) 
para k=1,2,3,..., se llaman valores propios (autovalores) 
del parámetro 4 de la ecuación integral (3,2), y los corres- 
pondientes valores de œ, frecuencias propias de las oscila- 
ciones de la cuerda. De la deducción de la fórmula (5,2) 
se desprende que la ecuación integral (3,2), en el caso en 
que sen ul=0 y la función f(x) tenga segunda derivada 
continua, puede tener solución solamente si 


[103 sen nl1—E) di =0, (9,2) 
a 


Integrando por partes y utilizando el hecho de que 
sen (1-E)=0 y f(E)=0 para E=0 y =], esta condición 
puede llevarse a la forma 

t 

$16) sen pë dë =0. (10,2) 


o 


Recíprocamente, es fácil comprobar que la condición 
(10,2) es también suficiente para la existencia de una solu- 
ción de la ecuación (3,2) para un j dado, para el cual 
sen pl =0, 

En particular, la condición (10,2) se satisface si 


f&)=0. 
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Entonces, la ecuación integral (3,2) y la ecuación diferencial 
(4,2) se hacen homogéneas. Todas las soluciones de la ecua- 
ción diferencial homogénea (4,2), se igualan a cero para 
x=0 y x=1 y, por lo tanto, todas las soluciones de la ecua- 
ción integral (3,2) vienen dadas por la fórmula 


Yx) = C sen pex, (11,2) 


donde C es una constante arbitraria y {p es igual a uno 
de los números (6,2). La fórmula (11,2) nos da Jas ampli- 
tudes en el punto x de las oscilaciones propias de la cuerda: 


y =C sen px SEN Opt, 


que tienen lugar sin Ja acción de fuerzas exteriores. Como 
se ve de lo antedicho, estas oscilaciones pueden tener lugar 
no con cualquier frecuencia, sino solamente con una de las 
frecuencias dadas por la fórmula (7,2) para k=1,2,... 

Como muestra Ja fórmula (5,2), si la condición (9,2) no 
se cumple, la amplitud y(x) de las oscilaciones periódicas 
de la cuerda en el punto x aumenta indefinidamente, cuando 
w (frecuencia de las oscilaciones de la fuerza exterior) se 
aproxima a una de las frecuencias propias de las oscilaciones 
de la cuerda. En el límite, al coincidir estas frecuencias, co- 
mienza la resonancia. Entonces, en general, para ampli- 
tudes arbitrarias de la fuerza exterior, no existen oscilacio- 
nes periódicas de la cuerda, En correspondencia con esto, 
en general, no existe solución de la ecuación integral no 
homogénea (3,2), cuando A es igual a uno de los valores 
propios de esta ecuación. 
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$ 3. Analogía entre las ecuaciones integrales 
lineales y las ecuaciones algebraicas lineales, 
Enunciado de los teoremas de Fredholm 


Consideraremos la ecuación integral lineal de segunda 
especie 


b 
I- | Kis, WEO dE+Ko, (1,5 


donde K(x, E) y f(x) son funciones conocidas para a xab, 
as$ =b, Dividamos el intervalo (a, b) en n intervalos iguales, 
cuyas longitudes serán 


b-a_ = At 
y =4x=4E, 


Pongamos 
Ka+p Ax, a+q A$)=Kp (p,9=1,2,...,1), 
Ma+p dx) =Y (P =1,2...2, 
Ha+p Ax) =f (P 21,2)... 


b 
Sustituyamos la integral Í K(x, ENE) dé para x=a +p Ax 


por la suma x 


n 
PAZ] AE, p=1,2,... n. 
qa 


Entonces, en lugar de la ecuación integral (1,3) obtenemos 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 


a 
Yo È Koa tfo, P=l2 nA (2,3) 


2 
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Aquí supondremos que Kg, fp, 4£ son magnitudes conoci- 
das, y que y, son incógnitas, 

La finalidad de los próximos parágrafos es extender los 
conocidos teoremas de las ecuaciones algebraicas lineales 
a las ecuaciones integrales de Fredholm de 2° especie. En 
los enunciados habituales de los teoremas de las ecuaciones 
lineales algebraicas intervienen determinantes, los cuales, 
si bien pueden ser ligados con las ecuaciones integrales, ello 
resulta muy laborioso. Por eso enunciaremos estos teoremas 
sin utilizar Jos determinantes. Estos enunciados están im- 
presos en cursiva. 

En la resolución del sistema (2,3), el determinante for- 
mado por los coeficientes de este sistema desempeña un 
papel fundamental: 


l-Kuð > —Kpdi... -Kn dk 


AS TS 


Como es sabido, si este determinante es diferente de 0, 
el sistema (2,3) tiene solución única, para valores f, fa, -+ 
. «o fa cualesquiera. En este caso, el sistema transpuesto, 
o sea, el sistema 


297 Rapto d+, p=1,2,...M 


tiene también solución única para f; arbitrarios. 

Si, en cambio, el determinante es igual a 0, el sistema 
(2,3), para f, arbitrarios, en general, no tiene solución. Pero, 
entonces, el sistema homogéneo correspondiente, es decir, 
el sistema que se obtiene de (2,3), igualando todas las fp 
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a 0, siempre tendrá una solución no trivial, o sea, una solu- 
ción no formada por ceros solamente. 

De este modo, tiene lugar la siguiente ley alternativa: 
o el sistema no homogéneo de ecuaciones algebraicas lineales 
dado (2,3) tiene una solución única para valores arbitrarios 
A+» Jns de los segundos miembros, o el sistema homogéneo 
correspondiente tiene, al menos, una solución no trivial. Si 
para el sistema dado tiene lugar el primer caso de esta alter- 
nativa, entonces éste también tiene lugar para el sistema trans- 
puesto. 

En el segundo caso, el sistema homogéneo dado 


Vo- Z Kp 4E =0, p=], an, (4,3) 
ES 


tiene el mismo número de soluciones linealmente indepen- 
dientes que su sistema transpuesto 


-EKvñadi=o, pala. (53) 


Este número es igual a jis r, donde r es el rango de la matriz 
del determinante (3,3) Y. 

Hallemos las condiciones necesarias y suficientes para 
que en el segundo caso de la alternativa el sistema no homo- 
géneo (2,3) tenga solución. Ante todo, es fácil encontrar 
las condiciones necesarias. Sea 


Zis Zgs + + s Zn 


*) Obsérveso, que la afirmación de la existencia do cxactamento 
(1 —r) soluciones lincalmonte independientes de los sistemas homogé- 
neos (4,3) y (5,3) es válida también en el primer caso de la alternativa, 
cuando z=r. La expresión “cero soluciones linealmente independien- 
es” significa que se tiene solamento la solución formada por ceros. 
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alguna solución del sistema (5,3). Multiplicando la p-ésima 
ecuación de (2,3) por zp y sumando todas las ecuaciones 
miembro a miembro, obtenemos que 


Eizo- È Kpy 4E DÍ Ap 
P Zi P 


Pero el primer miembro de esta igualdad puede escribirse 
también así: 


Z Yvzp- Z Kap) pza 4$ = ZY Ep- È Kypzq 4$). 
rF Pa d q 


En virtud de las ecuaciones (5,3), csta expresión es igual 
a 0. Por lo tanto, tiene que ser 


Šf =0. 63 
pai 


Demostremos que esta igualdad es también condición 
suficiente para la existencia de solución del sistema (2,3), 
si ésta se cumple para todas las soluciones del sistema (5,3). 
Es evidente, que esta condición se observa, si se cumple 
para cualesquiera (+ — r) soluciones linealmente independien- 
tes del sistema (5,3). Para demostrar nuestra afirmación, 
recordemos del curso de álgebra superior, que la condición 
suficiente para la existencia de la solución del sistema (2,3), 
en el caso en que su determinante sea igual a cero, es la 
siguiente: el rango de la matriz 


ES TS PTA 
-Kns l-Kan. Kn Ef | (73) 


| -Kad -Kas 1 Kandi | 
debe coincidir con el rango de la matriz (3,3). 
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Para esto es suficiente que todos los determinantes de 
orden (-+1), formados por elementos de la matriz (7,3), 
y que contienen elementos de la última columna de esta 
matriz, sean iguales a cero. Desarrollando dicho determi- 
nante D,,, por los elementos fy, obtenemos de la condición 
(6,3) que, en efecto, éste es igual a cero, ya que el sistema 
(5,3) se satisface por la sucesión de números 


Zis Zp Za 


formados de la siguiente manera: si ¿es tal que f, figura 
en el determinante D,.,,, entonces, z; es igual al comple- 
mento algebraico de f; en este determinante; en caso con- 
trario, z,=0%, 

De este modo, en el segundo caso de la alternativa, la 
solución del sistema no homogéneo existe si, y sólo si, pura 
cualquier solución (2, . . ., Zn) del sistema homogéneo trans- 
puesto se cumple la condición (6,3). 

Obsérvese que, si en el segundo caso de la alternativa 
el sistema (2,3) tiene solución, entonces csta solución no 
es única. En efecto, sumando a esta solución cualquier so- 
lución del sistema homogéneo correspondiente, obtenemos 
nuevamente una solución del sistema (2,3). 


*) La justeza de esta afirmación puede demostrarse del siguiente 
modo. Sustituyamos los números z,, Z2, . . -, Zn en la j-ésima ecuación 
del sistema (5,3), Si j es tal, que en el determinante D, y, figuran clc- 
mentos de la j-ésima columna de la matriz (7,3), entonces el resultado 
de dicha sustitución será O, ya que éste será igual a un determinante, 
en el que coinciden dos de sus columnas. Si j es tal, que los elementos 
de la j-ésima columna no figuran en el determinante D,,,, entonces 
el resultado de esta sustitución será también cero, puesto que será 
igual a un determinante de orden (++ 1), formado por clementos de 
una matriz de rango r. 


24 Introducción. Tevremas de Fredholm 


Cuando lá tiende a 0, es natural esperar que 2 K;g), 4È 
ó -d 


tienda a f K(x, E)y(E) dë, y la solución del sistema de ccua- 


a 
ciones (2,3) pase a la solución de la ecuación integral (1,3). 
Esto, en efecto, tiene lugar bajo-ciertas condiciones respecto 
al núcleo K(x, E). Pero la demostración de esto es compli- 
cada, por lo que no la daremos, aunque para la resolución 
aproximada de la ecuación integral (1,3), se sustituya a veces 
por el sistema (2,3) *. Demostraremos solamente, que los 
teoremas enunciados anteriormente para el sistema (2,3) se 
convierten en los siguientes teoremas: 


Teorema |. (Alternativa). O la ecuación integral lincal no 
homogénea de 2% especie dada tiene una solución única para 
cualquier función f(x) (de una clase suficientemente amplia), 
o la ecuación homogénea correspondiente tiene, pur lo menos, 
una solución no trivial, o sea, no idénticamente nula. 


Teorema 2. Si para la ecuación dada (1,3) tiene lugar el 
primer caso de la alternativa, entonces tiene lugar el primer 
caso también para la ecuación transpuesta 


b 


29= | KE O ESO). 


La ccuación integral homogénea dada y su transpuesta tienen 
un mismo número finito de soluciones linealmente indepen- 
dientes. 


+) Véase L. V. Kantorovich y Y. I. Krylov, Métodos Aproximados 
del Análisis Superior, 5% od., Fizmatguiz, cap. H, $ 1, 1962. 
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Es evidente que, si las funciones »,(x), y(x), . - -, Ynfa) 
satisfacen a la ecuación homogénea (1,3), entonces cualquier 
combinación lineal de ellas C,y,() + Cay) + + + Cry) 
con coeficientes constantes C, también satisface a esta ccua- 
ción. 


Teorema 3. En el segundo caso de la alternativa, la con- 
dición necesaria y suficiente para la existencia de solución 
de la ecuación no homogénea (1,3) es la siguiente: 

b 


[A0 ax=0, 


en donde z(x) es cualquier solución de la ecuación homogénea 
transpuesta a (1,3). 

Si se cumple esta condición, la ecuación (1,3) posee un 
conjunto infinito de soluciones, ya que, como es fácil com- 
probar, esta ecuación será satisfecha también por cualquier 
función del tipo 

tgh), 


en donde y(x) es alguna solución de la ecuación (1,3), y 
q(x) es cualquier solución de la ecuación homogénea co- 
rrespondiente. Por otra parte, es evidente que, si las fun- 
ciones p,(x) y p(x) satisfacen a la ecuación (1,3), su diferen- 
cia satisface a la ecuación homogénea correspondiente. 
Los teoremas l, 2 y 3 que se acaban de enunciar, se 
Haman feoremas de Fredholm, quien los demostró por pri- 
mera vez para la ecuación (1,3) bajo condiciones bastante 
amplias respecto a K(x, 5) y a f(x). Los parágrafos próximos 
están dedicados a la demostración de estos teoremas para 
ciertas clases de ecuaciones. El número de variables inde- 
pendientes aquí no es esencial. Por eso, todas las demostra- 
ciones se harán para cualquier número de variables inde- 
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pendientes; escribiremos P en lugar de x, y Q cn lugar de 
E, así como se hizo al final del $ 1. Estas demostraciones, 
como, en general, la mayoría de las demostraciones de exis- 
tencia de soluciones de ecuaciones, dan también métodos 
para la resolución aproximada de las ecuaciones integrales 
(1,3). 

En las aplicaciones desempeña un papel particularmente 
importante el primer teorema de Fredholm sobre la alter- 
nativa. En Jugar de demostrar que la ecuación integral dada 
(1,3) tiene solución, es más cómodo, frecuentemente, de- 
mostrar, que la ecuación homogénea correspondiente o su 
transpuesta tiene solamente soluciones triviales, Y, de aquí, 
por el primer teorema de Fredholm, se deducirá que la 
ecuación dada (1,3), en efecto, tiene solución. 


$ 4. Ecuaciones integrales con núcleos degenerados 


Existe una clase de ecuaciones integrales que se reducen 
fácilmente a ecuaciones algebraicas lineales. Los teoremas 
de Fredholm para estas ecuaciones se obtienen inmediata- 
mente de los teoremas enunciados en el parágrafo anterior 
para Jas ecuaciones algebraicas lineales. Tales son las ecua- 
ciones integrales con múcleos degenerados (o de variables 
separadas o disociadas): 

Ahora demostraremos los teoremas de Fredholm para 
las ecuaciones integrales con núcleos degenerados, y, en lo 
sucesivo, utilizaremos este caso particular para la demostra- 
ción de los teoremas de Fredholm para las ecuaciones ínte- 
grales con núcleos continuos cualesquiera. 

Un núcleo se llama degenerado (o disociado), si tiene 
la forma 


K(P,0)= Sole 10). (14) 
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Supondremos que a{P), bQ), y(P) y J(P) son funciones 
uniformemente continuas en cierta región finita G, y que 
todas las a{P) y todas las b(Q) son linealmente indepen- 
dientes entre sí. 

Demostremos que con esta última suposición no se res- 
tringe la generalidad. Para esto, supongamos que existen 
tales constantes Cy, . - ., Cm, que 


Cafe)+...+Cptn(P)=0, 


y, por lo menos, uno de los números C,,..., Cm es dile» 
rente de 0. Sea C,,»*0. Entonces csta igualdad puede ser 
resuelta respecto a am(P). Obtenemos que: 


AP) =Cia (PY. . + Chia (P). 


Sustituyendo esta expresión en el segundo miembro de (1,4), 
obtenemos: 


KCP, Q)= "S aLPLO)+Z CHAPI) 


m 


= "F aPN + Cřbn(Q)]= Sarwo 


De este modo, resulta que el núcleo K(P, Q) puede ser 
representado como una suma de un número menor que m 
de productos de funciones que dependen de P por funciones 
dependientes de Q. Silas funciones a£P) o b¥(Q), i=1,... 

.. m-l] fuesen de nuevo linealmente dependientes, este 
número se podría disminuir otra vez y asi sucesivamente. 

Como ya se ha señalado, las ecuaciones integrales con 
núcleos degenerados se reducen fácilmente a ecuaciones 
algebraicas lineales, y, para ellas, los teoremas de Fredholm 
se demuestran sin dificultad. En efecto, supongamos que 
la ecuación integral 
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XP)= | KCP, QIO) d0 + NP), 04) 


G 
en donde K(P, Q) está dado por la fórmula (1,4), tiene solu- 
ción. Entonces, debe ser 
xP) | Zar OO) do IAP) 


O sca, 
KP)= ZU SUONO dA GA 
Aquí, como también en lo sucesivo, omitimos la letra 


G bajo el signo de la integral. El simbolo j siempre indi- 
cará la integral tomada sobre la región G. 


Hagamos 
OLOLA (44) 
Entonces, de la ecuación (3,4) se obtiene que 
KP)= CAPA (5,4) 


Para determinar las constantes C,, sustituyamos el valor de 
y, dado por esta fórmula, en la ecuación (4,4). Obtendre- 
mos: 

Jaco) [ TO) +10] dQ=C,. 


Poniendo 


JOUKO dO=Ky SANDRA 6A 
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de la última ecuación hallamos: 
m 
C,=3Ky¿Cj+f)  i=1,2,...M. (1.4) 
fF 


Así pues, a cada solución de la ecuación integral (2,4) le 
corresponde una solución (C;,..., Cm) del sistema (7,4) 
y, debido a que las funciones a,(P) son linealmente inde- 
pendientes, la solución es solamente una. Reciprocamente, 
si este sistema de ecuaciones algebraicas lineales tiene al- 
guna solución (C;, . .., Cm), entonces, sustituyéndola en el 
segundo miembro de (5,4), se obtendrá una solución de la 
ecuación integral dada (2,4), puesto que cada operación 
efectuada para llevar (2,4) a (7,4) es reversible. Por lo tanto, 
el problema se ha reducido al estudio del sistema (7,4). 
De la misma manera, la ecuación integral 


2(P)= | KO, P)A0) dQ+F9P), (8,4) 


transpuesta respecto a la ecuación (2,4), se reduce al sistema 
Cf ZKC AA i=1,2,....M, (9,4) 
pl 


transpuesto con respecto al sistema (7,4). 

Como se ha supuesto que las funciones a(P) y b(0) 
son linealmente independientes, a cada p soluciones lineal- 
mente independientes del sistema homogéneo (7,4) o (9,4) 
le corresponden p soluciones linealmente independientes de 
la ecuación homogénea (2,4), o de la ecuación (8,4), res- 
pectivamente, y viceversa. (¿Por qué?) De este modo, se 
establece una correspondencia biunívoca entre las solucio- 
nes de las ecuaciones integrales (2,4) y (8,4), por un lado, 
y las soluciones de las ecuaciones algebraicas lineales (7,4) 
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y (9,4), por el otro. A las soluciones de las ecuaciones (2,4) 
y (8,4), transpuestas una respecto a la otra, les correspon- 
den las soluciones de las ecuaciones transpuestas (7,4) y (9,4). 

De esto se deducen directamente los dos primeros teo- 
remas de Fredholm para Ja ecuación integral (2,4), ya que 
éstos son válidos para el sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales (7,4). (¡Verifíquese!). 

Para demostrar el tercer teorema, obsérvese lo siguiente, 
Si tiene lugar el segundo caso de la alternativa para el 
sistema (7,4), entonces, la condición necesaria y suficiente 
para la existencia de una solución del sistema (7,4) es 


S5cr=0, 
i=l 


en donde (C¥,..., Ct) es una solución cualquiera del sis- 
tema homogéneo transpuesto. Utilizando las igualdades de 
(6,4), esta condición puede escribirse así: 


Ze noo 0-0, 
o así: 

fro 6 cmo) dQ-0. (10,4) 
Si (Cf... C) es una solución del sistema homogéneo 


(9,4), entonces MC*b(0) es una solución de la ecuación 
homogénea (8,4), transpuesta a la (2,4). Por eso, la con- 
dición (10,4) es equivalente a la condición 


[rox0) do=0 


para cualquier solución z(Q) de la ecuación homogénea (8,4). 
De esto se deduce directamente el tercer teorema de Fre- 
dholm para la ecuación (2,4). 
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Observaciones. 1. Ocurre, frecuentemente, que el núcleo 
K(P, 0) y AP) son funciones complejas de los puntos reales 
P y Q. Entonces, las soluciones y(P) de la ecuación integral 
(2,4) serán también, en general, funciones complejas del 
punto real P. En este caso se conservan todos los teoremas 
demostrados en este parágrafo. Recordemos que, si 


HP) PP) ig LP), 


en donde p(P) y p(P) son funciones reales del punto real 
P, entonces, por definición, 


Jacerar= f pP) ar+i f peYar. 


2. A menudo ocurre también, que a(P) y b(Q) son fun- 
ciones de cierto parámetro complejo 2. Los razonamientos 
del presente parágrafo muestran, que para la ecuación (2,4) 
tiene lugar el primero o el segundo caso de la alternativa 
de Fredholm, dependiendo de que sea igual o diferente de 
0 el determinante formado por los coeficientes del sistema 
(7,4), es decir, el determinante 


l-Kan -Ku dió! -Km | 
a A aen am a 
~Km -Kme 1- Kinm 


en donde 
Ky= | 540, Da (Q, 4) do. 


Sean a;(Q, 2) y b(0,2) para cada Q de G, funciones 
holomorfas de 4 en cierta región finita A del plano com- 
plejo. Se supondrá que a(Q,2) y b4Q, 1) son funciones 
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uniformemente continuas respecto al conjunto (Q, 4). En- 
tonces Ky y el determinante (11,4) también son funciones 
holomorfas de ).*, Por eso, aquellos valores de 2, para los 
cuales el determinante (11,4) es igual a 0, y por esto tiene 
Jugar el segundo caso de la alternativa para (2,4), no pueden 
tener puntos de acumulación finitos en el interior de A, 
siempre que el determinante (11,4) sea diferente de 0, por 
lo menos, para un A2€A. 

3. Sean K; y fi funciones holomorfas de 2€ A. Así será, 
en particular, si a;(Q, A) y h(O, 2) poseen las propiedades 
señaladas en la observación 2, y f(Q) es una función uni- 
formemente continua de Q, lo cual supondremos para mayor 
sencillez. 

Según las conocidas reglas de la teoría de determinan- 
tes, los coeficientes C, se obtienen de las ecuaciones (7,4) 
en forma de quebrados, cuyo denominador para todo i es 
el mismo determinante (11,4), y en el numerador está el 
determinante D;, que se obtiene del determinante (11,4), 
sustituyendo su ¡-ésima columna por la columna (f, fa, -+ 
«s Jm). Desarrollando D, por los elementos de esta última 
columna, obtenemos: 


Mus; 
G=- O 


en donde M, son polinomios en Ky, Sustituyendo estos 


*) Esto no es difícil de demostrar, representando la integral en 
forma de límite de una suma integral y utilizando el conocido teorema 
de Weierstrass que afirma que, si una sucesión de funciones holomorfas 
converge uniformemente en cierta región, entonces, la función limite 
es también holomorfa en la misma región, (I. I. Privatov, Introducción 
a la Teoría de Funciones de Variable Compleja, 10% ed., Fizmatguiz, 
1960, cap, 5, $ 1). 
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valores de C, hallados en el segundo miembro de (5,4) y 
aplicando las fórmulas de (6,4) para f, obtenemos: 


j Y MbO, DakP, (0) dQ 
AP= LL. — AS AP). (12,4) 


El numerador (para cada P fijado) y el denominador del 
quebrado del segundo miembro de la última igualdad son 
funciones holomorfas de À en la región A. 

Frecuentemente, es útil escribir la igualdad (12,4) en la 
siguiente forma: 


XP)= |T, O, AROOHAP) (13) 


en donde 
ZM, bQ, Aa P, +) 
T(P, O, MS (14,4) 


La función T(P, Q, A) no depende de f(P) y, como muestra 
la fórmula (14,4), se expresa en forma de cociente de dos 
funciones holomorfas de 2 en toda la región A. Z(P, Q, A) 
puede no ser una función holomorfa de A sólo para aquellos 
valores de 2 donde D(?)=0, es decir, para los cuales tiene 
lugar el segundo caso de la alternativa de Fredholm para 
la ecuación integral (2,4). En el apartado anterior se de- 
mostró, que tales valores de 2 no tienen puntos de acu- 
mulación en el interior de A, siempre que D(A) no sea idén- 
ticamente nulo, lo cual supondremos. Se puede demostrar 
fácilmente, que cada valor 2=2,, donde D(à,)=0 es, en 
efecto, singular para Z(P,0,2) en el sentido siguiente: 
F'(P,0Q, 2) no es una función uniformemente contínua de 
(P,Q, 4), cuando 2 se encuentra en un entorno arbitraria- 
mente pequeño del punto A,, y P y Q varían en G. 

En realidad, supongamos lo contrario, Sea la función 
JP, A), definida por la fórmula (13,4), uniformemente con- 


3 
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tinua, si PEG y å varía en cierto entorno del punto 2g- 
Sustituyamos entonces el segundo miembro de (13,4) o, lo 
que es lo mismo, de (12,4), en ambas partes de la ecuación 
(2,4). Los resultados de las sustituciones, para cualquier 
función uniformemente continua f(Q), serán funciones uni- 
formemente continuas en la misma región de variación de 
P y 4. Sabemos que estos resultados coinciden, cuando 1 
hp y [4—4,| es suficientemente pequeño, ya que enton- 
ces D(4)0. Por lo tanto, por continuidad, estos resultados 
coinciden también para 2=7,. Por consiguiente, para cual- 
quier función f(P) de la clase considerada, la ecuación in- 
tegral (2,4) tiene solución para AN ésta viene dada por 
la fórmula (13,4) para 2=2,, donde P(P, Q, 2) está definida 
para À= 1g por continuidad. Pero, entonces, para este valor 
de 2 para la ecuación (2,4) tiene lugar el primer caso de 
la alternativa de Fredholm, y no el segundo, por lo que 
DA) 0”. 
Ejemplo. 
1 
102 AO do, 
y 
de donde 
1 1 

10)=-A [el ENE dE 1 fE) a Lo). 
0 


*) Los razonamientos anteriores se extienden fácilmente al caso 
en que a(Q, 2), 6£0, 1) y f(Q) tienen discontinuidades con respecto 
a Q on algunos puntos, y en curvas y superficios suficientemente regu- 
lares de dimensión hasta d- 1, inclusive, independientes de 4, si al 
ucercarse el punto Q a los lugares de discontinuidad ]a£Q, 23], 1940, 21 
y 1f(0)| no crecen con mucha rapidez. Las soluciones estarán in- 
determinadas en aquellos puntos P, en los que a(P, 4) y f (P) no estén 
definidas. 
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Haciendo 
2 


Jodo y [aOd usa 
> o 
obtenemos que 
Mx) =f- C¡Ax—C, 2x0, (16,4) 


Sustituyendo esta expresión de y en las igualdades (15,4), 


obtenemos 
3 


JEE- C11- CAM] dë = Cp, 
o 
1 


JEO- C4- CAE d= c, 
O sea, 


AA RO (174) 


en donde 
1 


1 
be fEnidE y h= ENE) de. 
o o 

Escribamos las ecuaciones (17,4) en la siguiente forma: 


c Hafi +3)=0,, 
(18,4) 
24 å 
G ( +3) + Ca = ba. 
El determinante de este sistema es igual a 
d 2 


122 * 
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Este tiene sólo dos raíces 
4=60+16/15. 
Para estos dos valores de 2 solamente tiene lugar el 


segundo caso de la alternativa de Fredholm. En estos casos, 
todas las soluciones de la ecuación integral homogénea 


1 
DO) +A f E xee) di=0 
è 


están dadas por las fórmulas 
(x)= E 
y)=C G F m“ ) š 


en donde C es una constante arbitraria. Para otros valores 
de ). nuestra ecuación integral tiene una solución única, 
dada por la fórmula (16,4), donde C, y C, se determinan 
univocamente del sistema (18,4). Esta solución puede ex- 
presarse en la forma (13,4), donde 
A O (ijeri 
T(x,5,9=2 è 


PEE 
2 20 


Ejercicios, Hallar u(x) de las ecuaciones 
10 


1. x) =+ fxn (0 dt. 


a 


2. u(9=2) sen xut) de. 
o 
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` 


3. u(x)=4 f cos xu(t) de. 
o 


1 
4 mx) =x+2 fe —tju(t) dt. 
tr v 
5. u(x)=4 Json x sen tufi) dt + Ax). 
0 


$ 5. Ecuaciones integrales con núcleos 
continuos de módulo suficientemente pequeño 


Para estas ecuaciones siempre tiene lugar el primer caso 
de la alternativa, es decir, estas ecuaciones siempre tienen 
solución única, Esto se demuestra por el método de apro- 
ximaciones sucesivas, como en la teoría de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias se demuestran la existencia y unicidad 
de la solución de una ecuación integral, que es equivalente 
a la ecuación diferencial dada con sus condiciones iniciales. 
En esencia, esto es una aplicación del principio de Caccio- 
poli — Banach, expuesto, por ejemplo, en mi libro sobre la 
teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias. Yo podría 
comprobar aqui solamente Ja posibilidad de aplicar este 
principio general, pero prefiero hacer la demostración para 
este caso concreto dado, puesto que con ello obtendremos 
algunas fórmulas útiles en lo sucesivo. 

Introduzcamos notaciones simbólicas que serán utiliza- 
das a veces en lo sucesivo. Sean K¡(P, Q) y K(P, Q) fun- 
ciones uniformemente continuas de P y Q, cuando PEG 
y 0€G. Hagamos 


Kyo K,= | KAP, S)K/S. Q) d8. (1,5) 
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Llamaremos al núclco K(P, Q)=K,oK, producto sim- 
bólico del núcleo K¿(P, Q) por K¡(P, 0). 

Es fácil demostrar que K,o K, es una función unifor- 
memente continua de P y Q. En efecto, 


JS K£P,, S)K(S, Q1) dS ~ f K4Po, S)KAS, 0) as| = 
a || KAP, SAKAS,, 0D- KS, 09) 48] + 


+| iS, ODIKLP,, 5) -K4P o SNAS). 0D 


Supongamos que la cota superior de los valores absolutos 
de K¡(P,Q) y KP, Q), cuando PEG y QEG no supera a 
M, y que D es el volumen de la región G. Debido a la con- 
tinuidad uniforme de K,(P, Q) y de K(P, Q) para todo £ =0, 
existe un Ņ>0 tal, que 


[KB 5)= Ko Po, S)| <3 573 


[K,(S, 0) K($, O)| <z 537 > 


*) El producto simbólico de núcleos, introducido de esta manera, 
es unálogo al producto de matrices. 
Supongamos que la función p,(P) se transforma por medio del núc- 


leo K(P, Q) en la función PAP- [xs OP (Q) dQ, y la función g:(P), 
por medio del núcleo K,(P, Q) en lafunción fP) = [kar Q) p(Q) dQ. 
Entoncis el núcleo K,o K, da Ja transformación de la función y (P) 
en p,(P), o sea, 9y= | (Kz0 Ki)p,(0) dQ. De la misma manera, la apli- 


cación sucesiva en un espacio de dimensión » de dos transformaciones 
lineales nos da una transformación fineal con una matriz igual al pró» 
ducto de las matrices de estas transformaciones. 
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si la distancia entre los puntos P, y P, y entre los puntos 
O, y Q, es menor que y. Fácilmente se observa que bajo 
esta condición, el primer miembro de la desígualdad (2,5) 
es menor que e, que cs lo que se quería demostrar, Obsér- 
vese que, en general, KyoK,* K¡oK,. Si K£P,Q) es una 
función uniformemente continua en P y O, es fácil com- 
probar que 
K,o(Kyo Ky)=(K, 0 K;)o Kg. 


Pasemos ahora a demostrar, que las ecuaciones integra- 
les con núcleos continuos de módulo suficientemente pe- 
queño siempre tienen una solución única. Esto será utili- 
zado en lo sucesivo para la demostración de los teoremas 
de Fredholm-en el caso de una ccuación integral con un 
núcleo continuo cualquiera. 

Sca dada la ecuación integral 


IP) =À Í KCP, OWO) dQ + RP), 65 


y sean K(P, Q) y AP) ciertas funciones uniformemente con- 
tinuas, cuando PEG y QEG, en donde G es una región 
finita. Aquí Ż es cierto parámetro. Generalmente, éste 


* En lugar de subrayar cada vez la continuidad uniforme de las 
funciones consideradas ca la región abierta G, estas funciones se podrían 
considerar en la región cerrada finita G (es decir, en la unión de G 
y su frontera), y exigir sólo su continuidad. Entonces, de aquí se de- 
duciría directamente la continuidad uniforme de estas funciones, Si 
está dada alguna función p uniformemente continua en la región abierta 
G, ésta puede ser prolonguda por continuidad a la frontera de G. En- 
tonces se obtiene una función uniformemente continua en la región 
cerrada G. Para las regiones sencillas que consiueraremos aquí (com- 
párese con la observación af $ 1), el volumen de la dimensión d de 
la frontera es igual a 0. Entonces, la integral de la función p sobre 
la región G coincide con la integral de su prolongación sobre 
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figura en la ecuación precisamente de la forma indicada 
en (3,5). 

Todos los razonamientos ulteriores de este parágrafo 
son igualmente aplicables, tanto al caso en que las funciones 
consideradas tomen valores complejos, como al caso en 
que las mismas tomen sólo valores reales. El parámetro À 
también puede tomar valores complejos. Pero es fundamen- 
tal que los puntos P y Q sean reales, es decir, que todas 
las coordenadas de estos puntos sean reales; de olro modo 
surgiría la necesidad de definir qué es una integral de varias 
variables complejas. 

Siguiendo exactamente la definición de núcleo dada an- 
teriormente, ahora deberíamos llamar núcleo a 1K(P, Q). 
Pero, utilizando la terminología común, llamaremos tam- 
bién a la función K(P, Q) núcleo de la ecuación integral 
(3,5). Al hablar en el título del presente parágrafo de la 
pequeñez del núcleo, nos referíamos a la pequeñez de 
/K(P, Q). 

Buscaremos la solución de la ecuación integral (3,5) en 
forma de una serie de potencias en À 


AP) AP) APA PA (4,5) 
Sustituyendo formalmente esta serie en (3,5), obtenemos que 
IP) IP YA PALA 

=A | KCP, DODAO +VOJ IAP). (55) 


De aquí y comparando los cocficientes de iguales potencias 
de 4, obtenemos 


API, 
Veri(P)= | KCP, Dyk0) dQ, k=0,1,2,... (65) 
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o sea 


IAP)=KP), 
YP)= | KCP, PO/tP) dP, 


VAP)= | | KCP, PÒK(P,, PAP) dP, de, 


»áb)= |... [ KCP, POKE, P)... 
ao K( Pris PONP) AP, dP y. (7,5) 
La última igualdad puede ser escrita de la siguiente forma: 


yAP)= [KOXP,OMQMO, k=1,2,3,... (8,5) 
en donde 
(1) veces 
pS 
KOXP, Q)= |... | KCP, P)... 
so Keni dP, aaa 
para 1 Y E N (9,5) 
K!(P, Q)=K(P, Q). 
Utilizando nuestras notaciones simbólicas, cl núcleo 
KOP, Q) puede ser representado en la forma 
KOXP, Q)=Ko KoKo. ..oK. (10,5) 
E veces 


Por lo demostrado al comienzo de este parágrafo, todos 
los núcleos K®(P, Q) son uniformemente”continuos. La 
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función KEXP, O) se llama reiteración k-ésima O iteracción 
k-ésima del núcleo K(P, 0). Como puede verse fácilmente, 
todas las funciones »,(P) son también uniformemente con- 
tinuas. 

Acotemos los núcleos KUXP, O). En virtud de la con- 
tínuidad uniforme, el núcleo K(P, Q) es acotado. Sea 


IKP, Q)] <M. (11,5) 


Sustituyendo esta acotación en el segundo miembro de (9,5), 
obtenemos que 


|KW(P, Q)| = M*. DEA, (12,5) 


en donde D es el volumen de la región G. Utilizando la fór- 
mula (8,5), de lo anterior obtenemos que 


WaCP)| MIDE, 


en donde F es el extremo superior de |/(P)]. Por eso, si 
lp > (13,5) 


la serie (4,5) converge absoluta y uniformemente respecto 
a P en la región G. 

La suma de esta serie es una función continua de P, ya que 
cada sumando es continuo, Como la serie (4,5) es uniforme- 
mente convergente, Ja integración en la igualdad formal (5,5) 
escrita anteriormente, puede ser efectuada miembro a miem- 
bro. Por eso, debido a la definición de y,(P), según las fór- 
mulas (6,5), la igualdad (5,5) tiene lugar realmente, es decir, 
la función y(P) definida por la serie (4,5) es solución de 
la ecuación integral (3,5). 

Demostremos que esta solución es única en la clase de 
funciones acotadas, si se cumple la condición (13,5). En 
efecto, supongamos que existen dos soluciones de la ecua- 
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ción (3,5) y(P) y yP). Sustituyéndolas en la ecuación (3,5) 
y restando miembro a miembro las identidades obtenidas, 
hallamos: 


Y AP) MP) ES P, DLO) -y (Q)] dQ. (14,5) 


Denotemos por Y el extremo superior de |y,(P)—y(P)]; 
entonces, de (14,5), utilizando la desigualdad (11,5), obtene- 
mos que 

Y=s|1| MDY. 


De esto, y debido « (13,5), obtenemos 

Y=cY, en donde c=]. 
Esto es posible sólo si Y=0, que es lo que queriamos de- 
mostrar. 


Frecuentemente conviene representar la solución de la 
ecuación integral (3,5) en la forma siguiente 


HP)=2ST(P,0, DAO) dI RP) (15,5) 


en donde 
T(P, Q, })= ZVK P, Q). (16,5) 
PS 


De las acotaciones (12,5) se desprende que la serie (16,5) 
converge uniformemente respecto a (P, Q, 2), si PEG, QEG 


y l=- e donde e>0. De esto se deduce que la fun- 


ción I(P, Q, 2) es uniformemente continua respecto al con- 
junto (P, Q) para una A fija, y es una función holomorfa 
de 2 en el círculo (13,5), si PEG y QEG. Por eso, la inte- 
gral (15,5) existe. El hecho de que ésta dé, en efecto, la 
solución de la ecuación integral (13,5), expresada por la 
serie (4,5), se ve fácilmente, si se sustituye la serie (16,5) 
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en lugar de F(P, O, A) en el segundo miembro de (15,5), 
y se integra respecto a Q término a término. 

La función 1(P, Q, 2) se llama resolvente de la ecuación 
integral (3,5). Como se ve de lo anterior, ésta se define 
por el núcleo de la ecuación integral y no depende de f(P). 
Como la función y(P), dada por la fórmula (15,5), repre- 


*) Comparemos (15,5) y (13,4). Mostremos que para Jas ecuaciones 
integrales (3,5) con núcleos degenerados, para las cuales a(P) y bAP) 
son funciones uniformemente continuas y de módulo suficientemente 
pequeño; es decir, para aquellas ecuaciones integrales que pertenecen 
a la vez a los tipos estudiados en los $$ 4 y $, será 


T(P, Q, ô) = AIP, O, 2). 
Como aqui tiene lugar el primer caso de la alternativa, se tiene que 
D(1) 40. 
Supongamos que en cierto punto (Po, Qu, Ap) 
Pa» Qu do) 22a (Po, Qo 2a) DO) 0. 
Ya que para las ecuaciones con Jos núcleos considerados F(P., O, Ay) 
y (Po, Q, /y) son continuas respecto a Q, siempre se puede hallar un 
entorno Go del punto Qo, en el cual 
Re (MPa, Q,1)) Re {ot (Pa, Q, 20) 


Im (L(P, Q, 2) hin LI o» O, Zad} 


Por otru parte, en virtud de la unicidad de la solución de las ecuaciones 
integrales del tipo considerado, para cualquier función f (P) uniforme- 
mente continua tiene que verificarse la siguiente igualdad: 


[TP 0,2950) d0= 2, TP, Q, ANO do. 


En particular, esta igualdad debe cumplirse para la función f(Q), que 
es igual a cero en el exterior de un entorno G, del punto Q,, y positiva 
en el interior de este entorno, lo cual es imposible. (¿Por qué?) 
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senta la única solución de la ecuación (3,5), de aquí se sigue 
que las ecuaciones (3,5) y (15,5) son equivalentes. Por eso, 
si en la ecuación (15,5) consideramos p(P) como función 
conocida y f(P) como función incógnita, entonces la única 
solución f(P) de esta ecuación viene dada por la fórmula 
(3,5). La función K(P, Q) en esta fórmula juega el papel 
de resolvente para la ecuación (15,5) con núcleo 1(P, Q, 2). 
Aplicando a la ecuación 


2(P)=å K(Q, PI(0) dQ + AP), (17,5) 


transpuesta a la ecuación (3,5), y los mismos razonamientos 
que acabamos de hacer para la ecuación (3,5), hallaremos 
que en el círculo (13,5) ésta tiene una solución única en 
la clase de funciones acotadas, la cual viene dada por la 
serie 


AP) =2 LP) AZ (PY + PEPA PA 
Aquí 
ZxP)=KP), 


2P)= | KO, P)zx1(0) d0 
o, designando por K*(P, Q) el núcleo K(O, P), obtenemos: 


ZI(P)= | XP, PDRP) dP., 


Pr |... | KCP, POK*P, P) o.. KPa PX 


XNP) dP... dPp 
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o bien, 


2(P)= | K*%P, QRO) dQ, k=1,2..., 


en donde 


hi1 veces 


Ke0(P, Q)= k ; Jre, P)... K*(Pi-1, Q) dP, -+d Phi: 


Escribiendo las integrales respectivas es fácil ver que 
K*0(P, Q)=KW(0, P). De esto se desprende que la solu- 
ción de la ecuación (17,5) puede ser representada en la 
forma 


2(P)= 2 ree, Q, DAO) dQ + AP), (18,5) 
en donde 
P*(P,0,2)=T(0,P, 4). 


De cste modo, vemos que en el círculo (13,5), para cual- 
quier función uniformemente continua fP) y bajo las condi- 
ciones impuestas al núcleo, tanto la ecuación (3,5), como su 
transpuesta (17,5), tienen solución única, es decir, hemos de- 
mostrado que aquí siempre tiene lugar el primer caso de 
la alternativa de Fredholm. 

Señalemos Jas dos fórmulas siguientes: 


FCP, Q, )=K(P,0)+2f K(P, POL, 0, DdP,, (19,5) 


(P,0,2)=K(P, Q)+2 [T(P P,, AKC, O) dP. (20,9) 


Para comprobarlas, basta sustituir en Jugar de T la serie 
(16,5), y Juego comparar los coeficientes de iguales poten- 
cias de 2, utilizando la fórmula (10,5). 
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El método de las aproximaciones sucesivas puede utili- 
zarse para la resolución aproximada de ecuaciones integra- 
les para |A| suficientemente pequeño Y, 


$ 6. Ecuaciones integrales con núcleos próximos a los degenerados 


Sea dada la ecuación integral 


NP) =À | KEP, OWO) dQ+£(P), (6) 


en donde f(P) es una función uniformemente continua, y 
K(P, Q) = SaPo) + K (P, Q) = A(P, Q)+ K (P, Q). 


Aquí a(P), b(Q), Ki(P, Q) son funciones uniformemente 
continuas y, por lo tanto, acotadas, ya que sus dominios 
de definición son finitos. Nuevamente, nos es indiferente si 
estas funciones toman valores complejos o sólo reales. 

Para que los cálculos ulteriores, que por cierto, son bas- 
tante complicados, no oculten la esencia de la cuestión, nos 
será más cómodo escribir las ecuaciones integrales en forma 
simbólica. 

La igualdad 


wP)= | K(P.Q0) dQ 06 
convendremos escribirla simbólicamente en la forma 
p=Ky. 


#9 Comparar con L. V. Kantorovich y V. I, Krylov, Métodos Apro- 
ximados del Análisis Superior, 53 ed., Fizmatguiz: 4962 cap. IL, $ 2 
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De este modo, designaremos por K el operador que 
transforma la función y(P) en la función y(P)= JKP,- 


- (0) dQ. Este operador se determina por el núcleo K(P, Q). 
Designaremos por K* el operador que se determina por el 
núcleo transpuesto K*(P, O) =K(0, P). El símbolo E desig- 
nará el operador que transforma la función y(P) en sí misma, 
o sea, Ey =y para cualquier función y(P). El operador K, + Ky 
se define por la igualdad 


(K, +K)y=K,Y5K,y 


para cualquier función y(P). El operador K,K, lo definimos 
mediante la siguiente igualdad: 


K,Koy=K Ko) 


para cualquier función y(P). 

Fácilmente se ve que, si K, y K¿ son operadores del tipo 
(2,6) con núcleos K,(P, Q) y Kg(P, Q), entonces el operador 
K + K, se determina por el núcleo K(P, O) +K(P, Q), y el 
operador K,£,, por el núcleo K,o K3. 

De esta manera, la ecuación (1,6) puede escribirse en 


la forma 
(E-2K)y=f. 


Antes de pasar a la demostración de los teoremas de Fred- 
holm para la ecuación (1,6), enunciaremos los siguientes 
lemas: 

Lema 1. Si A(P, Q) es un núcleo degenerado y K(P, Q) 
es un núcleo continuo cualquiera, entonces Ao K y KoA son 
también múcleos degenerados. 

Lema 2. El núcleo transpuesto a K, o K, es igual a K$ o Ki. 

La validez de estas afirmaciones es fácil comprobarla, 
considerando las integrales respectivas. 
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Demostremos ahora, que para la ecuación (1,6), si 

Mao , en donde M, es el extremo superior de los 
1 

valores de |K (P, Q)|, y D esel volumen de la región G, tienen 

lugar los tres teoremas de Fredholm. 

1. Primer teorema de Fredholm. Demostremos que, si la 
ecuación homogénea (1,6) tiene sólo solución trivial, enton- 
ces la ecuación no homogénea (1,6) tiene solución para 
cualquier función /(P). 

Sustituyendo X por A+K,, escribimos la ecuación (1,6) 
en la forma 

(E-AA-IK)y=f, 
en donde 4 y K, son los operadores correspondientes a los 
núcleos A(P, Q) y K{P, Q). Entonces 
(E-AK)y=24y+f. (3,6) 
Hagamos 
(E-1K)y=9. 
1 


Como l< de la fórmula (15,5), demostrada en el 


parágrafo anterior, se deduce que 
y=n+l I n=(E +A m, (5,6) 
en donde T'es el operador correspondiente a la resolvente 


T(P, Q, 2) del núcleo K,(P, Q). Sustituyendo esta expresión 
de y(P) en la ecuación (3,6), obtenemos: 


y=2A(E+ AP MAS 
[E-AA(E+ AP] n=f. (6,6) 


Del lema 1 se deduce que el núcleo A(P, Q)4- 401P' de 
esta ecuación integral es degenerado. De esta manera hemos 
demostrado, que a cada solución y(P) de la ecuación (1,6) 


o bien, 


4 
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le corresponde, según la fórmula (4,6), una solución 1(P) 
de la ecuación (6,6) con núcleo degenerado. 

Recíprocamente, es fácil comprobar que a cada solución 
MP) de la ecuación (6,6) le corresponde una solución y(P) 
de la ecuación (1,6), determinada por la fórmula (5,6). Luego, 
si la ecuación homogénea (6,6) tiene solución no trivial, la 
ecuación homogénea (1,6) también poseerá solución no tri- 
víal, la cual se determina por la fórmula (5,6). 

Puesto que, por Ja hipótesis, la ecuación homogénea (1,6) 
sólo tiene solución trivial, entonces, por consiguiente, la 
ecuación homogénea (6,6) también tendrá solamente solu- 
ción trivial. 

En el $ 4 se demostró el primer teorema de Fredholm 
para la ecuación (6,6) con núcleo degenerado. Por eso, la 
ecuación no homogénea (6,6) tiene solución n(P) para cual- 
quier función f(P). Por la fórmula (5,6) obtenemos la solu- 
ción y(P) de la ecuación (1,6) para cualquier función /(P). 
Es cvidente, que esta solución es única. 

Con esto el primer teorema de Fredholm queda demos- 
trado, puesto que, si la ecuación homogénea tiene solución 
no trivial, la ecuación no homogénea, o bien no tiene solu- 
ción, o bien esta solución no es única. 


2. Segundo teorema de Fredholm. Demostremos que, si 

1 sa > A iii 

STE la ecuación (E-24-AK)y=0 y su trans- 
puesta 


(E-24*-2Kf)2=0 (7,6) 


tienen un mismo número de soluciones linealmente inde- 
pendientes. 

Obsérvese que las ecuaciones homogéneas (1,6) y (6,6) 
tienen un mismo número de soluciones linealmente indc- 
pendientes, puesto que a cada p soluciones linealmente in- 
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dependientes de una ecuación le corresponden, según la fór- 
mula (4,6) o (5,6), p soluciones linealmente independientes 
de la otra ecuación. 

En virtud del lema 2, la ecuación homogénea transpuesta 
a (6,6) tiene la forma 


[E-XE+4D*)A*Z=0. (8,6) 


Como la ecuación (6,6) tiene núcleo degenerado, entonces, 
por el segundo teorema de Fredholm, demostrado en el $ 4 
para las ecuaciones con núcleos degenerados, las ecuaciones 
homogéneas (6,6) y (8,6) tienen un mismo número de solu- 
ciones linealmente independientes. Demostremos ahora que 
las ecuaciones (8,6) y (7,6) son equivalentes. Supongamos 
que cierta función £(P) es solución de la ecuación (8,6). 
Demostremos que ésta satisface también a la ecuación (7,6). 
Aplicando a ambos miembros de la igualdad (8,6) el opera- 
dor E-AKf, obtenemos: 
(E-AKÐLE -MEATA E= - 

S[E-¿KI-ME-AKIME+IDAME=0. (9,6) 
Ya que de las fórmulas (17,5) y (18,5) se desprende que 

(E-AKO(E+ IT pmp 
para cualquier función q(P), entonces, de la igualdad (9,6) 
Obtenemos: 
(E-AKF-24*L =0, 


que es lo que se quería demostrar, 

Análogamente, aplicando el operador £ +27% a ambos 
miembros de la igualdad (7,6) y utilizando la igualdad 
(E+ ADE - ŻKŤ) =E obtenemos que cualquier solución de 
la ecuación (7,6) satisface a la ecuación (8,6). De este modo, 
hemos demostradd que las'ecuaciones homogéneas (1,6), 


pS 
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(6,6), (8,6) y (7,6) tienen un mismo número de soluciones 
linealmente independientes. Con esto queda demostrado el 
segundo teorema de Fredholm. 

Aquellos valores de A, para los cuales se cumple el se- 
gundo caso de la alternativa de Fredholm, en la ecuación 
(1,6), se llaman valores propios de la ecuación (1,6) (auto- 
valores) (o del núcleo K(P, Q); compárese con el $ 2), y las 
soluciones no triviales correspondientes de Ja ecuación ho- 
mogénca, funciones propias (o autofunciones) correspondien» 
tes a dicho valor propio. 


Como en el círculo |2| <->, F(O, P, 2) es una fun- 
vu» 


ción holomorfa de 4, el determinante (11,4), correspondiente 
a la ecuación degenerada (6,6), también es una función holo- 
morfa de 2 en este círculo. Para 2=0 este determinante es 
igual a I. Por consiguiente, no es idénticamente nulo. Por 
eso sus raíces no pueden tener puntos de acumulación en 
este círculo. Por lo tanto, los valores propios 2 de la ecuación 
(1,6) no pueden tener puntos de acumulación en el círculo 
Ml<zr 

3. Tercer teorema de Fredholm. Demostremos que la so- 
lución de la ecuación (1,6) existe si, y sólo si, 


JAPYAP) ar=0 


en donde z(P) es una solución cualquiera de la ecuación 
homogénea (7,6) transpuesta a (1,6). 

En la demostración del primer teorema de Fredholm 
para la ecuación (1,6) se estableció, que la ecuación (1,6) 
tiene solución si, y sólo si, existe solución de Ja ecuación 
(6,6) con núcleo degenerado. En el $ 4 sé demostró que la 
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ecuación (6,6) con núcleo degenerado tiene solución si, y 
sólo si, 


OOL 


en donde ¿(P) es una solución cualquiera de la ecuación 
(8,6). Pero, de acuerdo con lo que acabamos de demostrar, 
el conjunto de estas soluciones £(P) coincide con el con- 
junto de las soluciones z(P) de la ecuación (7,6). Con esto 
queda demostrado el teorema. 


$7. Ecuaciones integrales con núcleos 
uniformemente continuos 


Cualquier núcleo uniformemente continuo K(P, Q) puede 
ser aproximado uniformemente, con una exactitud arbitra- 
ria cualquiera por núcleos degenerados. En efecto, sea 
K(P, Q) una función uniformemente continua respecto a 
(P, Q), definida en una región finita G. Por el teorema de 
Weierstrass, demostrado en el curso de análisis *®, para 
cualquier e>0 existe un polinomio tal K,(P, O), de grado 
suficientemente grande respecto a las coordenadas de los 
puntos P y Q, que en toda la región G 


|K(P, Q) - KLP, O)| < e. 


Es evidente que cada término del polinomio KP, Q) puede 
ser representado como un producto de dos factores, uno de 
los cuales depende sólo de las coordenadas del punto P, y 


°} Véase, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Métodos de la 
Física Matemática, t. I, cap. IL, $4; S. L. Sobolev, Ecuaciones de la 
Fisica Matemática, 1% ed, M. — L., 1947, pág, 229. 
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el otro, sólo de las coordenadas del punto Q. Por eso, po- 
demos escribir 


K(P,0)= Ža P)bO) +KP, O), 


siendo, además 
|K,(P, O)| <£. 


De aquí, y aplicando el teorema demostrado en el pará- 
grafo anterior, obtenemos TE en el círculo 


lAl<5 > 


en donde D es el volumen de la región G, sean válidos todos 
los teoremas de Fredholm, y que en este círculo no existan 
puntos de acumulación de los valores propios de A. Como 
e puede tomarse tan pequeño como se quiera, de esto se 
deduce la validez de estos teoremas en círculos arbitraria- 
mente grandes con centro en el punto A4=0; es decir, su 
validez en todo el plano 2. 

Repasemos los razonamientos que nos llevaron a la de- 
mostración de Jos teoremas de Fredholm para las ecuaciones 
con núcleos uniformemente continuos. Primeramente, ($ 4), 
hemos demostrado estos teoremas para ecuaciones integra- 
les con núcleos degenerados. En el $ 6 estos teoremas fueron 
demostrados para ecuaciones con núcleos próximos a los 
degenerados. Y en el presente parágrafo se demostró que 
cualquier núcleo uniformemente continuo puede ser apro- 
ximado uniformemente con una precisión arbitraria por un 
núcleo degenerado. Con esto obtuvimos la demostración de 
los teoremas de Fredholm para las ecuaciones integrales 
con núcleos uniformemente continuos cualesquiera. 

El método con el que hemos demostrado aquí los teo- 
remas de Fredholm pertenece a E, Schmidt, En mi exposi- 
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ción he utilizado los apuntos de las clases de S. L. Sobolev. 
Obsérvese, que se pueden resolver, aproximadamente, ecua- 
ciones integrales con núcleos continuos, sustituyendo estos 
núcleos por núcleos degenerados, próximos a ellos *. 


$ 8. Ecuaciones integrales con núcleos 
K(P, Q) 


PQz 


del tipo 


1. Aquí P y Q pertenecen a una región finita cerrada 
G (véase la observación en la pág. 39), y K(P, Q) es una 
función continua respecto a los puntos (P, Q) (o sca, del 
conjunto de puntos P y Q); PQ es la distancia entre los pun- 
tos P y Q. La finalidad del apartado 1 del presente pará- 
grafo es demostrar que, para las ecuaciones integrales con 
núcleos de este tipo, siendo «<d, en donde d es la dimensión 
de la región G, en todo el plano 2 se cumplen los tres teore- 
mas de Fredholm, y que, entonces, los valores propios 2. no 
pueden tener puntos de acumulación finitos. 

Demostremos previamente el siguiente lema para los 
núcleos K(P, Q) y KP, Q) continuos respecto a (P, Q), si 
PAQ, PEG y QEG. 

Si 


IK(P, DI = Oo, <d (1,8) 
y 
IKAP, O < io  Oa¿<d, Q8) 
Poz 2 


+) Comparar con L. V. Kantorovich y V. 1. Krylov, Métodos Apro- 
ximados del Análisis Superior, 52 ed, 1962, cap. II, $ 4. 
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entonces existe la integral 


KP, 0)= | KP, POKA Pa Q) de, 


y ésta es continua respecto a (P, Q), si P es diferente de Q; 
además 


Á: 7 
PO <a Ha> h (3,8) 


F 
IKAP, O)| < Aslin PO] +As  siay+ay=d, (4,8) 


en donde Ay y A, son unas constantes. Si, en cambio, 9, + %4 d, 
entonces esta integral existe y es una función uniformemente 
continua respecto a (P, Q)”. 

Demostración. Sea P+Q. Entonces 


IKAP, O)| = IKE, P) IKA P, O)| dPy< 


d 
m—— 


=J.. ETT =L (58) 
e ze- [29-00] 
it del 


Aquí x, 4D, ya ¿=1,..., d, son las coordenadas de los 
puntos P, P,, Q, respectivamente; D es el diámetro de la 
región G, o sea, el extremo superior de las distancias entre 
dos de sus puntos; 


n=V ZP- x. 


*) Comparar con S. L. Sobolev, Ecuaciones de la Física Matemá- 
tica, 14 edición, M. — L., 1947, pág. 233. 
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Para simplificar los cálculos sin restringir la generalidad, 
hagamos 
Ma... 2X4=07  y,=0, J=... =yu=0, 
en donde g=PQ. Pongamos luego 


xP = ph. 
Entonces la integral Z que figura en el segundo miembro 
de (3,8) puede escribirse así: 


d 
—— 


hal Argote, -da 


nab ($a fe-m a en 


d 
Obsérvese que, si [382 entonces 
A 


d T 
y Go Seg | Ze. (6) 
j ia? 2 hal 
En efecto, de la fig. 2 se vo que PM+0OP=0M. Pero OP=1. 


0(0,9,...0)_PQ.0...0) 


Mes. Eg) 


Fig. 2 


Por consiguiente, PM=0M- 1 =i (0M+(0M-2)). Pero, 
por hipótesis, OM=2. Por eso, Pm= r 
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Descompongamos la integral Z en dos partes y utilice- 
mos la acotación (6,8). Entonces se obtiene: 
[a Ata f d$... dig 


Sprat j a 


z=: [ža Pje- $8 F 


+ 


La integral en el primer sumando es convergente y da cierta 
constante C, que no depende de ọ. Para el cálculo de la 
segunda integral, pasemos a coordenadas polares. Se ob- 
tiene: D 
T 
La Cyin 4 Cygi=a h | gli dr, (1,8) 
2 
en donde C, es una constante posiliva, 
Si x; +% >d, entonces de la última fórmula se deduce que 


N a N jaa di=Cypt=o-%., 


es decir, se obtiene la acotación (3,8). 
Sia, +0, = d, entonces de la fórmula (7,8) se desprende que 
1<C,+C¿In2, 


es decir, la acotación (4,8) para K(P, Q) ®. 


*) En las consideraciones subsiguientes, el caso %/4+-%,=d siempre 
puede ser excluido, aumentando un poco %, O Ay. 
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Si, en cambio, %,+%,<d, entonces es evidente que 
K(P, Q) existe también para P=0Q. Luego, de n acotación 
(7,8) se sigue que 

Ci- DA ea 
E 


day 
Iac" .+S 2 


en donde C, es una constante. 

Demostremos ahora que Ka(P, Q) es siempre continua 
y depende de (P,Q), si P no coincide con Q. Para esto 
observemos que 


KP, 0) KLP*, Q*)| = 
= | K(P,Q)—K LP, Q*)| + |K(P, Q*)- KAP *, Q*)| = 


= J KC? POL IKAP, Q) -KAP,, O*)| dP, + 
t IKE, Q9- IKCP, P)=KCP", POL dP, (9,8) 


Hemos supuesto que las funciones K,(P, Q) y K(P, 0) 
están dadadas para lodos los puntos P y Q (si PQ) per- 
tenecientes a G, y que K(P, 0) y KxP, Q) son continuas 
siempre que PQ. Por eso, en cualquier conjunto cerrado 
de puntos (P, Q), que no contenga puntos para los cuales 
P=0Q, las funciones K,(P, Q) y K£P, Q) son uniformemente 
continuas respecto a (P, Q). Por consiguiente, cada una de 
las diferencias que figuran bajo el signo integral es uniforme- 
mente pequeña con respecto a P,, siempre que los puntos 
Q y Q*, P y P* estén suficientemente próximos entre sí en 
toda la región” G de puntos P,, a excepción de ciertos en- 
tornos Gi, G,, G, y G, de los puntos P, =Q, P,=Q*, P,= 
y P,=P*. En los entornos G,, G}, G, y G, incluimos los 
puntos de G, que distan respectivamente de Q, Q*, P, P* 
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no más de un cierto r fijo, pequeño, que no varía al apro- 
ximarse P a P* y Q a Q*. Por eso, en virtud de las con- 
diciones de (1,8) y (2,8), las integrales que figuran en (9,8) 
y son tomadas sobre las regiones G — (G, + G) y G — (G, + G,) 
se hacen arbitrariamente pequeñas, cuando los puntos (P, Q) 
y (P*, Q*) están suficientemente próximos, Las partes de 
las integrales (9,8), tomadas sobre los entornos Gi, Gs, G} 
y G,, como consecuencia de las condiciones (1,8) y (2,8), 
también son arbitrariamente pequeñas, cuando r-0, si 
PAQ. 

Si, en cambio, a, +%,<d, entonces, cuando los puntos 
(P, Q) u (P*, Q*) están suficientemente próximos, las inte- 
grales (9,8) son arbitrariamente pequeñas, incluso si los 
puntos P y Q (o P* y Q*) coinciden, ya que en este caso las 
partes de estas integrales tomadas sobre los entornos Gy, Gy, 
G y G; tienden uniformemente a 0 respecto a (P, Q), cuando 
r=+0, 

En efecto, la primera de las integrales (9,8), tomada sobre 
estos entornos, no es superior a la suma 


J IKP, PONELE, O) dPi+ | IKP, PONELE, O9dP,. 


Cada una de estas integrales se acota utilizando la desigual- 
dad (8,8). Análogamente se acota la segunda integral de 
(9,8), tomada sobre G,, Gz, G3 y G. 

De esto se deduce la continuidad “de la función K4(P, Q) 
en toda la región cerrada en que está definida y, por lo 
tanto, su continuidad uniforme. 

Dediquémonos ahora al estudio de las ecuaciones inte- 
grales 


xP)=} fxce, DA) dQ +KP), (10,8) 
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en donde K(P, Q) tene la forma indicada en el titulo del 
presente parágrafo, para «<d. La función /{P) la conside- 
raremos continua en la región cerrada, y por lo tanto, aco- 
tada; consideraremos también sólo las soluciones continuas 
de esta ecuación. Obsérvese que, de manera completamente 
análoga a lo hecho en el párrafo anterior, es fácil demostrar 
que con las suposiciones hechas sobre K(P, Q), cualquier 
solución acotada de la ecuación (10,8) es continua, si K(P) 
es continua, 

Demostremos, ante todo, que para |2] suficientemente 
pequeño, esta ecuación, al igual que su transpucsta, tiene 
solución única en la clase de funciones acotadas. Como para 
la ecuación transpuesta todas las demostraciones son iguales 
a las de la ecuación dada (10,8), nos limitaremos a consi- 
derar sólo la ecuación (10,8). La demostración de la existen- 
cia y de la unicidad de la solución de la ecuación (10,8) 
se lleva a cabo de igual forma a como-se hizo en el $ S. 
Buscaremos la solución en forma de serie: 


AP) Y API +y AP) + APAP) e (11,8) 
Como en el $ 5, obtenemos que 
YAPIZRE), ya kP)= | KCP, D)y40) do, 
k=0,1,2,... 


Aplicando el lema recientemente demostrado, de aquí ob- 
tenemos que todas las y,(P) son funciones continuas de P. 
Acotemos sus módulos. Supongamos que 


LAB) =N, 


en donde N es una constante. Sea M el extremo superior 
de los valores de la integral 
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Jie, Ola 


(M1, evidentemente, existe). Entonces es fácil ver que 


[VAP NM". 
De aquí que, para 


12|<3->0, 


la serie (11,8) converge uniformemente respecto a } y da 
una función holomorfa respecto a 2 y uniformemente con- 
tinua respecto al conjunto (P, 4). Completamente igual que 
en el $ 5, se demuestra que esta serie då la solución de la 
ecuación integral (10,8), y que no existe otra solución de 
esta ecuación en la clase de funciones acotadas. 

Del mismo modo que en el $ S, hallamos que esta solu- 
ción »(P) puede representarse en la forma 


xP)=2 f1 (P, Q, DAO) dQ +AP), 
en donde 
T(P, Q, 1) =K(P, Q)+AKOXP, O) + 2KX(P, Q) +... (12,8) 
El primer término de esta serie es igual a 


KP,- FRO, ad, 038) 


en donde K(P, Q) es una función uniformemente continua 
respecto a (P, Q). Como G es una región acotada, de aquí 
se deduce que la función K(P, Q) es también acotada, y por 
el lema demostrado al principio de este parágrafo, 


KOP, O) = agem i 
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en general 


[KP, Ol- pge Y 
si m2-(m-1)d>0. Aquí A y Am son unas constantes. 
Como «=d, entonces para m suficientemente grande ten- 
dremos que 
ma -—(m-—1)d<0. 


Entonces, en virtud del lema demostrado, K(MX(P, Q) es una 
función uniformemente continua respecto a (P, Q). Todas 
las ¡teraciones siguientes K(X(P, Q) serán también unifor- 
memente continuas. Además, para pæm tenemos que 


IKP, O)| -|f KP, PÌKOXP,, 0) ar] 


=Mp) IKCP, P)| dP = MM, 


en donde M, cs el extremo superior del módulo de K(W(P, Q) 
De aquí se obtiene la demostración de la convergencia uni- 
forme de la serie (12,8) respecto a P, O y 2 (para aaie). 
igual a como fue demostrado para la serie (16,5). Razona- 
mientos análogos se pueden hacer para la ecuación trans- 
puesta. 

Todas las fórmulas obtenidas en el § 5 siguen siendo 
válidas. 

Después de esto, todos los razonamientos del § 6 son 
aplicables a las ecuaciones integrales con núclcos del tipo 


K(P, Q) -È ak P)bQ)+ KCP, Q), 


*) Véase la nota en la pág- 58. 
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en donde a(P) y b£0) son continuas en G y K,(P, Q) tiene 
la forma (13,8). De este modo, se obtiene la demostración 
de los teoremas de Fredholm en el círculo 
=> 
A 
en donde M, es el máximo de los extremos superiores de 
las integrales: 


Fiexr, 0) do, f IKKP, O) ar. 


Además de esto, resulta que en este círculo no puede 
haber puntos de acumulación de los valores propios de 4. 

Pasemos ahora a la demostración de los teoremas de 
Fredholm para las ecuaciones integrales con núcleo del tipo 
indicado en el título del presente parágrafo. Hagamos 


px) =x,  six=C, 
PAx)=C, si x>C. 
Entonces la función 
= 1 
Ko(P, 0) =K(P, Owo (p) 
será uniformemente continua respecto a (P, Q) para todo C. 
Para un valor C suficientemente grande, las integrales 


JIKE, O)-KAP, O)| dQ, | |K(P,0)-KAP, O)| de 


serán uniformemente pequeñas respecto a P y Q, respectiva- 
mente, Como se dijo en el § 6, una función uniformemente 
continua Ke(P, Q) puede ser aproximada uniformemente en 
Ta región G con una precisión arbitraria por sumas del tipo 


Sal P, O) = Ž aA PIKO). 
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Entonces, tenemos que 
K(P, 0)=Sm(P, 0)+K(P, Q), 


y. además, el extremo superior de los valores de 


[IRP Odo, fIREP, O| dr 


puede hacerse menor que cualquier e>0. De aquí se ob- 
tiene la demostración de los tres teoremas de Fredholm en 
todo el plano å para las ecuaciones integrales con núcleos 
del tipo (13,8). Además, se obtiene la demostración de que 
no existen puntos de acumulación finitos de los valores pro- 
pios. 

La demostración que acabamos de hacer, de los tres 
teoremas de Fredholm para núcleos del tipo (13,8), en lo 
fundamental repite la demostración de estos teoremas para 
núcleos acotados uniformemente continuos. En esencia, la 
demostración de estos últimos teoremas se basaba sólo en 
el hecho de que ciertas integrales eran pequeñas; la exigen- 
cia de que los integrandos fuesen pequeños era superflua 
para ello, Esto, precisamente, se tuvo en cuenta en el pre- 
sente parágrafo. 

Observación. Supongamos que el núcleo K(P, Q) es una 
función continua de P y Q, cuando PEG, QEG y PQ, 
y satisface a la condición |K(P.Q)|<¿L, Osa<d. 
Sea e>0 y a+2e<d. Entonces PO 

7 K(P, Q) Pete 

KP, 0) Ora 
en donde K(P, O) es una función continua de P y Q. De 
este modo, para los núcleos del tipo indicado también son 
válidos todos los teoremas de Fredholm. 

2, Muchos problemas de la física matemática Heyan al 
estudio de ecuaciones integrales, en las cuales la integración 


5 
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se efectúa no sobre una región del espacio euclídeo d-dimen- 
sional, sino sobre una curva, superficie o variedad *) de 
mayor dimensión, situada en un espacio euclideo de dimen- 
sión suficientemente grande. 

Para las ecuaciones integrales de este tipo también son 
válidos los teoremas de Fredholm. Más adelante demostra- 
remos cómo se pueden demostrar Jos teoremas de Fred- 
holm, utilizando los razonamientos del apartado l, en el 
caso en que la región de integración sea una superficie ce- 
rrada regular en el espacio tridimensional, Para otras varie- 
dades las demostraciones son análogas. 

Así pues, sea dada la ecuación 


AP) | KCP, OWO) aSo +KP), (14,8) 
3 


en donde Ses una superficie cerrada regular en el espacio 
tridimensional (suponemos que en cierto entorno suficiente- 
mente pequeño de cualquier punto 4€S, una cualquiera de 
las coordenadas de Jos puntos de S es función con derivadas 
continuas de las otras dos coordenadas); Sy es el elemento 
del área de la superficie S; PES, QES y F(P) es una función 
continua dada en S. Sea, además, K(P, o- 42, donde 
K(P, Q) es una función continua cuando PES y QES; Ox 
=0-<2 y PQ es la distancia entre los puntos P y Q en el 
espacio tridimensional. Para demostrar mediante los razo- 


*) Por variedad d-dimensional diferenciable continua M, en el 
espacio euclideo n-dimensional £n (0<d=<»n) se entiende un conjunto 
M acotado, conexo y cerrado de puntos, perteneciente a Fn, y tal, 
que en cierto entorno de cualquier punto A € Af, algunas (1- el) coor- 
denadas de los puntos de M son funciones con derivadas continuas 
do las restantes d coordenadas, 
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namientos del apartado ! todos los teoremas de Fredholm 
para la ecuación (14,8) considerada, es suficiente demostrar 
que sigue siendo válido el lema del apartado ! y que todo 
núcleo continuo K,(P, Q), dado en S, puede ser uniforme- 
mente aproximado por un núcleo degenerado con cualquier 
grado de exactitud. Los razonamientos restantes de los $ $ 4, 
5, 6, 7 y 8 se extienden automáticamente a las ecuaciones 
del tipo considerado. 

El núcleo continuo X,(P, Q) puede considerarse como 
una función continua, definida en cierto conjunto cerrado 
S? en el espacio de 6 dimensiones (xp, Yp, Zp, XQ» VQ» ZQ). 
Este conjunto se obtiene cuando los puntos P(x, Yp, Zp) y 
Q(xQ, Ya, 2q) recorren el conjunto S, independientemente 
uno del otro. Denotemos por R el cubo, en el espacio 
(Xp, Yp» Zp: Xq» Yo» Z), que contiene a todos los puntos del 
conjunto $°. Una función continua, dada en el conjunto 
cerrado 5%, puede prolongarse hasta que resulte una fun- 
ción continua, dada en R*. Del teorema de Weierstrass se 
tiene, que una función continua, dada en R, puede aproxi- 
marse uniformemente por un polinomio con una precisión 
arbitraria. Si consideramos ahora este polinomio sólo en S?, 
entonces, éste será, precisamente, un núcleo degenerado que 
aproxima al núcleo K(P, Q) con cualquier precisión. 

Verifiquemos ahora el lema del apartado 1, $ 8. Para 
demostrar que Kx(P, O) es continua para PQ, en forma 
análoga a Ja demostración dada en el p. 1, es suficiente 
verificar, que para r suficientemente pequeño, la integral 
del tipo 

ase, 
PE 
són A 


>» 0=0%<2, 


* P. S. Alexandrov, Introducción a la Teoría de Conjuntos y 
Funciones, Gostejizdat, 1948, cap. 6, $ 13, pág. 284. 


se 
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tomada sobre la parte de la superficie S, ubicada en la esfera 
de radio r, con centro en el punto Q, cambiará gradual- 
mente respecto a Q, en un pequeño entorno de cierto punto 
lo 

Supongamos que en un entorno del punto Q, la super- 
ficie S está dada por la función con derivadas continuas z= 
=f(x, Y) y Q’ y Pi son las proyecciones de los puntos Q 
y P, sobre el plano z=0, Como dS<C dx dy, en donde 
C es una constante, y, además, O'P¿=0P,, se tiene: 


dSp, pi Cdx dy 
QP; Pa > 
Sl, e) «Y, 


Esta última integral puede hacerse arbitrariamente pequeña, 
si r es suficientemente pequeño. 

Para demostrar la continuidad de K¿(P, Q) para P=Q 
y %, +4 <=d, basta acotar, de laymisma manera, la integral 
del tipo 

dSp, 
PPPOP? 
SQIESP, A) 

cuando P y Q varian en un entorno pequeño del punto 
P*=Q* y r tiende a cero, utilizando la desigualdad (8,8). 

Para demostrar la validez de las desigualdades (3,8) y 
(4,8), demostremos que las funciones 


KAP, Q)PQ% té, si ay togd, 


KAP, Q) 
Jin PQI+ 1? 


para PES, QES y PQ, están acotadas. 


si a +0=d 
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Para ello, supongamos que nucstra afirmación no cs 
cierta. Entonces existen dos sucesiones de puntos P,ES, 
P €S, ..., Q1€S, QES, . . . donde P,0Q,, que 


IKAP QIP "me, cuando i= (15,8) 


Podemos suponer, además, que las sucesiones P, y Q; son 
convergentes, es decir, que 


P= P ES, Q¡>QUEsS. 


De la continuidad de la función K,(P, Q) para P*@, dc- 
mostrada anteriormente, se deduce que P¿=0,. Suponga- 
mos, para fijar ideas, que, en Cierto entorno U suficiente- 
mente pequeño del punto P,, la coordenada z de los puntos 
de S es una función de x e y con derivadas continuas, y que 
en este entorno se verifica la desigualdad dS = C dx dy (C 
es una conslante). Entonces, para todas las / suficientemente 
grandes, se tiene que 


dSp, dSp, 
IKAP, O) mi | Arto f TOS 
dx dy s 
s FE, a dei $ 
4 c $ "por" EAA max ES=U e "Qi" ak Se 


donde los trazos indican las proyecciones sobre el plano 
z=0. Puesto que el último de los sumandos obtenidos está 
acotado, de (15,8) se deduce que 


port ¡as izo. (16,8 
Q; Jarno? cuando í (16,8) 
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Sin embargo, para todos los ¡ suficientemente grandes, 
se tiene que P/Q; =C,P:Q;, en donde C,>0 (¿por qué?). 
Por eso, de (16,8) obtenemos: 


dx dy r 
HARTO cuando j-e. 


sp 


Piopi J Es 


Pero los puntos P; y Q; están situados ya en la región 
U’ del plano. Por esto, en virtud del lema demostrado en 


el apartado |, tenemos que, para todas las į suficientemente 
grandes, 


(A es una constante), Esta relación contradice a la anterior. 
KP, 0) 


De forma análoga se demuestra que la función [in eol +i 


es acotada, 


$ 9. Ejemplos de ecuaciones integrales singulares 


Llamamos singulares a aquellas ecuaciones integrales para 
tas cuales no son válidos los teoremas de Fredholm, o bien 
Jos valores propios tienen puntos de acumulación finitos, 
Las ecuaciones integrales singulares citadas en este pará- 
grafo tienen un intervalo de integración infinito. Pero, ha- 
ciendo, por ejemplo, 


¿=1gN%) X=18), 


estas ecuaciones integrales pueden ser reducidas a ecuaciones 
cuyo intervalo de integración es finito. 


Ejemplos de ecuac. integ. singulares Ti 


Ejemplo 1. La ecuación integral 
ea) = af sen xp() de 
0 


n EA r à P 
tiene para à= + yz un conjunto infinito de soluciones lineal- 


mente independientes, ya que para tales 2, las siguientes 
funciones satisfacen a esta ecuación 


E 
n= VE ct 


para cualquier a>0, 
Ejemplo 2. La ecuación 


+ 


10 | ele) de 


A sy Epa? 
tiene la solución e*% para AE, De este modo, cada 


4.4 : $ : 
À =zreal es un valor propio. Aqui consideramos sólo valo- 


res reales de x, ya que, en el caso contrario, e'* no sería 
acotada en el intervalo infinito — -< y- +e, 

Existen ejemplos de ecuaciones integrales, para las que 
no tienen lugar los demás teoremas de Fredholm. 

En la teoría de las ecuaciones diferenciales con derivadas 
parciales y en la física matemática, desempeñan un papel 
muy importante las llamadas ecuaciones integrales singulares. 
Estas ecuaciones tienen la forma (10,8), pero sus núcleos 
tienen una singularidad fuerte («=d) y no son integrables 
en el sentido común; la integral correspondiente se entiende 
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en el sentido de valor principal, según Cauchy. Ha sido 
construida la teoria completa de las ecuaciones singulares, 
Esta teoría se diferencia sustancialmente de la teoría de las 
ecuaciones integrales de Fredholm. Una amplia bibliografía 
ha sido dedicada a las ecuaciones integrales singulares, 
Véase, por ejemplo, N. Y. Musjelishvili, Ecuaciones Integrales 
Singulares, Fizmatguiz, 1962; N. 1. Muskhelishvili, Singular 
integral equations. Boundary problems of function theory 
and their application to mathematical physics. (Dep. of 
Supply and Development, Aer. Res. Lab., Melbourne, 
Australia, 1949; Noordhoff, Groningen, 1953, traducido del 
ruso). S. G. Mijlin, Integrales Singulares Multidimensionales 
y Ecuaciones Integrales, Fizmatguiz, 1962. 


CAPITULO 2 


ECUACIONES DE VOLTERRA 


$ 10, Ecuaciones de Volterra 


Así se llaman las ecuaciones integrales 


ICP) =à f KCP, OWO) dQ +KP), 


que satisfacen a las siguientes condiciones: 

a) cada coordenada de los puntos P y Q toma valores 
desde O hasta cierto a>0; 

b) K(P, Q)=0, si por lo menos una de las coordenadas 
del punto Q cs mayor que la correspondiente (cs decir, la 
que tiene el mismo índice) del punto P. 

Estudiaremos sólo el caso unidimensional. Entonces la 
ecuación de Volterra tiene la forma 


9092. | K(x, WO de +a). (1,10) 
o 


Demostremos que para esta ecuación tiene lugar el primer 
caso de la alternativa de Fredholm para cualquier A, donde 
se supone que K(x, £) es una función continua para 0 <x=a, 
Osf£=x, y f(x) es continua para 0=x=4. 

En otras palabras, demostraremos que la ecuación de 
Volterra no tiene valores propios. 
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Demostración. La ecuación (1,10) pertencce a la clase 
de ecuaciones integrales, para la que hemos demostrado Jos 
Icoremas de Fredholm. En: efecto, 


Ken y Beri 


eii O<s<l. 


La función K(x, E), definida por las igualdades 
K(x, 8) =K(x, Elx —El* para Osé<x, 
K(x5E=0 para ¿ax 

es uniformemente continua en el cuadrado 
Osxsa, Ossa. 


Por eso, para la ecuación integral (1,10), de acuerdo con 
cl $ 8, son válidos los tres teoremas de Fredholm. Esto 
significa que, para demostrar que para esta ecuación tiene 
lugar el primer caso de la alternativa de Fredholm para 
cualquier A, es suficiente demostrar que la ecuación homo- 
génca correspondiente 


109=2f Ke, E) de (2,10) 
o 


puede tencr para cualquier A sólo fa solución trivial en Ja 
clase de funciones continuas de x para Ox =a. Demostre- 
mos esto último: denotemos por B el valor máximo de 
lyG0)] para O=x=<«, y por Mel valor máximo de |K(x, £)] 
para O=x=a y 0=Ẹ =x. Entonces, de la ecuación (2,10), 
obtenemos que 

lI] <|2] MBx. 


Ecuaciones de Volterra 75 


Sustituyendo de nuevo esta acotación de y(x) en el segundo 
miembro de (2,10), obtenemos 


bolp, 


Continuando este proceso, resulta: 


jjkMkxkg YA EM ak B 
A kal, 2... 


Esta última expresión tiende a 0 cuando k= æ, Por lo tanto, 
(0) =0 en ct intervalo (0, a), que es lo que se quería de- 
mostrar. 

La solución du la couación (1,10) puedo buscarse en 
forma de serie 


YO) =D AO A << (3,10) 
De acuerdo con el $ 8, tiene que ser 


WOA) a= | Ka DE) dE k=0,1,2,... 


à 
Sea N el máximo valor de |/(x)] en el intervalo (0, a). 
Entonces se tiene que 


su MIN 
ll: E 


De aqui se ve que la serie (3,10) converge uniformemente 
respecto a À y x, cuando À está situado en un círculo ar- 
bitrariamente grande y O0=x=4. 

Para tener una idea clara del por qué la ecuación de 
Volterra no tiene valores propios, consideremos (de Manera 
similar a como se hizo en el $ 3) el siguiente sistema de 
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ecuaciones algebraicas lineales, correspondiente a la ecua- 
ción de Volterra en el intervalo 0=x=a:; 

f= -Kuy A, 

fa= —9Ko y, AÈ + ya- AKo2 yo de, 

fi= —¿Kyy, 4 —AKo2 Ya AÈ + y¿— ¿Koa ya AE, 


(4,10) 


Aquí hemos conservado las notaciones admitidas cn el $ 3. 
La ecuación (4,10), para cualquier 2 fijo, puede resolverse 
sucesivamente, siempre que |48| sea suficientemente pe- 
queño, lo que supondremos. En efecto, de la primera ecua- 
ción se puede hallar y,, ya que para |4£| suficientemente 
pequeño, el coeficiente de y, es diferente de cero. Sustituya- 
mos el valor de y, en todas las ecuaciones subsiguientes. 
Entonces, de la segunda ecuación se puede obtener po. 
Sustituyamos su valor en todas las ecuaciones subsiguientes. 
Entonces, de la tercera ecuación se puede despejar yy, etc. 
Fácilmente se puede demostrar, que cuando 4x=-0, la so- 
lución del sistema (4,10), efectivamente, se aproxima a la 
solución de la ecuación integral (1,10). 
El determinante del sistema (4,10) es igual a 


11=(1 -2K AENA Koa AE) -© (UA Kan AÈ), 


en donde dx=4=5. De aquí se ve que 


Na(l- |2) M 49% . (5,10) 


El segundo miembro de esta desigualdad, para cualquier A$ 
suficientemente pequeño, es diferente de cero. Al disminuir 
41$, dicho miembro crece. Por ejemplo, cuando 4£ dismi- 
nuye dos veces, entonces (1 —[A] M A5) en (5,10) se susti- 
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tuye por la exprestón 
2 
(112000) 112100 484 ee, 


Cuando 4£--0, el segundo miembro de (5,10) tiende a 


e-l2lam 


La causa algebraica de la ausencia de valores propios 
de la ecuación de Volterra estriba, precisamente, en el hecho 
de que el determinante del sistema (4,10) es siempre diferente 
de 0 y no tiende a 0 cuando 4¿--0, 

Observación 1. Con razonamientos completamente aná- 
logos a los que utilizamos para demostrar la ausencia de 
valores propios de la ecuación de Volterra, con núcleos 
uniformemente continuos, se puede demostrar lo mismo para 
las ecuaciones de Volterra con núcleos del tipo 


Kæ, 5) 
lx ¿ja? 


K(x, E) = Osel, 
en donde X(x, E) es una función uniformemente continua, 
Observación 2. Consideremos la siguiente ecuación inte- 
gral de Volterra de {° especie, respecto a la función incógnita 
Mx): 
x 
JEC, EWE) di=f00, 


v 
/0)=0. (6,10) 
Supongamos que K(x, E), K(x, E); fC) y f'(x) son funcio- 
nes continuas cuando O<x=a y O0=¿=x. Entonces, cual- 
quier solución continua y(x} de la ecuación (6,10) para 0 = 
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=x=4 satisface a la ecuación integral 


Ko 000 + | Ki DO di, 0 
è 


la cual se obtiene de (6,10), derivando miembro a miembro 
respecto a x. Reciprocamente, fácilmente se ve que cual- 
quier solución continua de la ecuación (7,10) para 0=x=a 
satisface también a la ecuación (6,10). Si el módulo de 
K(x, x) es mayor que cierta constante positiva, entonces la 
ecuación (7,10) se reduce a una ecuación integral de Volterra 
de 2° especie, estudiada en el presente parágrafo, Si K(x, x)= 
=0, a veces es útil derivar nuevamente miembro a miem- 
bro la ecuación (7,10) respecto a x, etc. 


CAPITULO 3 


ECUACIONES INTEGRALES 
CON NUCLEOS 
SIMETRICOS REALES 


$ 11. Análogos geométricos de ciertas relaciones 
entre funciones (espacio de funciones) 


Una noción sobre una función /{P), uniformemente con- 
tinua en una región finita G dada, por ejemplo, en un inter- 
valo finito (a, b), nos da los valores de esta función en un 
conjunto de puntos P,,Pa,..., Pn suficientemente denso. 
En el caso unidimensional se pueden tomar los siguientes 
puntos: 


x=04+4x, a 


AX,  a+(m—-I) Ax, a+n Ax, 


en donde Ax dol, para n suficientemente grande, Denota- 
remos los valores de f en estos puntos por 


JO, fD, O 


respectivamente. Consideraremos estos últimos como com- 
ponentes de un vector (/%®, f9, . ., £6), en el espacio euclí- 
deo de dimensión », cuyo origen está situado en el origen 
de coordenadas. De este modo, a la función f le corresponde 


un vector (f, f®,..., f). La longitud o norma de este 
vector es igual a 


VAS TAO, 
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Pasando al límite, cuando n=, es natural llamar ”Jongi- 
tud” o norma de la función f(P) al número 


/ Tf.ce) ap. 
é 


En la tabla siguiente están enumeradas, por un lado, las 
principales magnitudes y relaciones, ligadas con vectores 
en el espacio euclideo a-dimensional y, por otro lado, las 
correspondientes magnitudes y relaciones para las funciones 
(en el “espacio de funciones”). En este parágrafo todas las 
funciones consideradas se suponen reales, definidas en una 
región finita G y de cuadrado integrable (véase la observa- 


ción al $ 1). El símbolo fam dP designará siempre la 
integración sobre la región G. 


1. El vector (f®, f®,... 1. La función /(P). 
LO), 

2. Longitud del vector 2. Norma de la función 

O,S.. APN: 

al ial- faar. 

3. Distancia entre los 3. Norma de la diferen- 
puntos (4D... A) cia de dos funciones 
O) SAP) (P) 


VZUP-10p. Yi PORTA 
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La norma de la diferencia f.(P) —f£P) que acabamos de 
definir caracteriza la distancia cuadrática media de f(P) res- 
pecto a /(P). La diferencia entre las funciones /(P) y (P) 
se puede caracterizar de varias maneras diferentes, y no sólo 
mediante la norma de la diferencia £(P)—f(P). Esta distin- 
ción se puede caracterizar, por ejemplo, a través del número 
B, igual al del extremo superior de la expresión 


IAP) -ACP))- 


Si B es pequeño, esto significa que ta diferencia £P)-/(4) 
es uniformemente pequeña en toda la región G considerada, 
Como la región G es finita, de la pequeñez de B se deduce 
la pequeñez de la norma de la diferencia f,(P) —/,(P) definida 
más arriba. La afirmación inversa no es cierta, 

Si tenemos una sucesión infinita de funciones 


PALA LP 
y una función fP), para las cuales 
sub IAP)SAP) 0. para k=<, 
entonces, como es sabido, se dice que fa sucesión de fun- 


ciones f(P) converge uniformemente hacia /(P). 
Si, en cambio, 


íi UP)-JAPRRAP-0, para k-e, 


entonces se dice que la sucesión de funciones £(P) converge 
en media (o en media cuadrática) hacia /(P). De la conver- 
gencia uniforme en una región finita se deduce la conver- 
gencia en medía. La inversa no es cierta, como lo muestra 
el siguiente ejemplo. 
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La sucesión de funciones 
foe 


en el intervalo abierto [0, 1] converge en media hacia la 
función /(x)=0 cuando k~. Pero es evidente que esta 
convergencia no es uniforme. 

Daremos un ejemplo más de una sucesión que converge 
en media, pero que no converge en ninguna parte en el 
sentido habitual. Tal es la sucesión de funciones f(x), i= 
=1,2,3,..., definidas en el segmento cerrado [0, 1] de la 
siguiente manera: 


1 
far 9) =l para Ao E 
Sarp) =O para x-i y para e; 
k=0,1,2,...; 


p=0,l,...2-t, 


Para ¡=24p-=+ esta sucesión converge en media hacia 0. 
Pero en ningún punto del segmento [0, 1] converge ésta en 
el sentido habitual, ya que para cada valor de x de este 
segmento se pueden indicar valores arbitrariamente grandes 
de ¿, para tos cuales f(x)=1, y otros ¡arbitrariamente gran- 
des, para los cuales /(x)=0, 

Ejercicio. Demostrar que, escogiendo adecuadamente los 
números ay y by, las funciones 


1 


rr AN 


[sen (x= b)”, 


cuando k— =, convergen en media hacia O en el segmento 
[0, 1] y no convergen en ningún punto. 
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4. El producto escalar de 
dos vectores 


FOO AP, 
UP, AP, -a E 


viene dado por la fórmula 
n 
070, 
PALi 


Denotaremos este pro- 
ducto escalar por el símbolo 


(Arto. 


5. Desigualdad triangular 
(la suma de dos lados de un 
triángulo no es menor que 
el tercero): 


IAS PAS 
aV S -e 


4. Sellama producto esca- 
lar de dos funciones f(P), 
SAP) a 
Free) aP. 


Denotaremos este producto 
por el símbolo (fi, f,). La 


existencia de esta integral en 
nuestras suposiciones es con- 
secuencia de que 
1 j 
lab] =(P +58). 


5. Desigualdad triangu- 
lar; 


[Tum -JAPY dP 
+ JAP-a aP = 


=} fre- 


PY}? dP. 


Ambas desigualdades se demuestran idénticamente, Por 


eso demostraremos sólo la primera. Es fácil ver que, sin 
restringir la generalidad, se puede considerar que todas las 
h; son iguales a O. Elevando al cuadrado ambos miembros 
de esta desigualdad, y reduciendo términos semejantes, ve- 
mos que ésta es equivalente a la desigualdad 


-Zac=V 2034, 
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puesto que todas las raíces cuadradas las consideramos no 
negativas. La última desigualdad se deduce directamente de 


la siguiente: 

(Zae) Ze, aan 
la cual se llama desigualdad de Cauchy. Para su demostra- 
ción, obsérvese que para cualesquiera números reales a, c, 
yA 

3(M4+c)=0, 
Por eso, la ecuación cuadrática de A 
23a+21 ac, + NcP=0 


no tiene raíces reales diferentes. Pero esto es posible sólo 
cuando se cumple la desigualdad (1,11). 
De la misma manera se demucstra la desigualdad 


[JAP PaPa [rupyar. faxeyar. ean 


Esta se llama desigualdad de Bunyakovski *, 


* La desigualdad (1,11) se encuentra por primera vez en el curso 
de Análisis de Cauchy (1821): Oeuvres, 11%, t, IĦ (1897), 373. El propio 
Cauchy la dedujo de li. identidad 


E 
) E Crab, 


A 


despreciando su segundo miembro no negativo. La desigualdad (2,11) 
la demostró por primera vez y la utilizó Bunyakovski (Sur quelques 
inégalités concernant les intégrales ordinaires... Memoires de l'Acad. 
de St, Petersbourg (VID E (1859), N 9). Pero en la literatura especiali- 
zada esta desigualdad frecuentemente se llama desigualdad de Schwarz, 
a pesar de que en sus obras ésta aparece por primera vez sólo en 1885 
(Werke, [ (1890), 251). 
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6. El coseno del ángulo 
entre los vectores 


UPA, «O 
ES 
es igual a 


lar 


n n a 

EROE 

Ei i= 
De acuerdo con (1,11), el 
módulo de esta expresión no 
supera a l. 

Llamaremos vector uni- 
dad (o vector unitario), a 
aquel cuya longitud es igual 
al 


El coseno del ángulo en- 
tre dos vectores unidad /{®9, 
P,e AO y JO JP 


<. SE es igual a 


Š. 


7. Condición de ortogo- 
nalidad de dos vectores 


UP, O) YU PP) 


ZP 190. 


él 


6. Lfamaremos coseno 
del ángulo entre dos funcio- 
nes £(P) y JAP) a 

COOLA 
Y EG ue Grao) ao 
De acuerdo con (2,11), el 
módulo de esta expresión no 
supera a l. 

Se dice que la función 
JP) está normalizada, si su 
norma es igual a l. 

El coseno del ángulo 


entre dos funciones normali- 
zadas /(P) y (P) es igual a 


IL) de. 


7. Condición de “ortogo- 
nalidad” de dos funciones 


ACP) y SAP) 


JSAP)SAP) de =0. 


86 Ecuac. integ. con núcleos simétr. reales 


8. La condición de depen- 
dencia lineal (coplanaridad) 
de los vectores =Q, ... 

IP) ka1,2,....m 
consiste en que existen unas 
constantes C¡Ca, «s, Cms 
no todas iguales a O tales, 
que 


Sc,/0=0, 
k=l 


tel h 


9. Sean dados m vecto- 


res unitarios, ortogonales 
entre s 
m= P, 
k=1,2,....m. 


Sea px(f) la proyección del 
vector (£,..., f00) sobre 
la dirección del vector 
PO. AO, ... Entonces 


AN- ÈS. 


8. La condición de de- 
pendencia lineal de las fun- 
ciones £(P),.... fn(P) con- 
siste en la existencia de unas 
constantes Cj,..., Cm, no 
todas iguales a O tales, que 


m 
PA CifikP)=0 
para todos Jos puntos 4. 


9. Sean dadas m funcio- 
nes normalizadas, ortogona- 
les entre sí: 

PAP), mtb). 
Se llama coeficiente de Fou- 
rier de la función f(P) res- 
pecto a la función p,(P) a 


Si= [Ke 2) ae. 


Teorema. Sea dada una función [(P), integrable junto con 


su cuadrado. Buscaremos las constantes C,, Ca, .. 


> Cm PAra 


que la distancia cuadrática media 1, entre la combinación 
lineal CALP) ++ Copa P) y la función NP) sea mínima. 
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Se afirma que los valores buscados son iguales a los coeficien= 
tes de Fourier fi. 
En efecto, 


Ln= NP) CPP). -= CrP PE dP= 

= [AXP dP -2 Z Cuf REYAPr dP 1 

+ 5 CC JwxPr9xPy de= 

KTA 
= ANP) dP -2X Cnufut+ X CE= 
= [APP + Š- CF- ŠR. 
£ Ži 

De aquí se ve que /m alcanza su mínimo 


[AP de- Ese. Si jaa k=1,2)...m 


10. Para cualquier vector 10. Para cualquier fun- 
fO,... f™ se verifica la ción f{P) se cumple la des- 
desigualdad igualdad 

m m - m 

PAZO AGG ZAP- fyrar. 


En el caso de igualdad, esta (Desigualdad de Bessel). 
relación corresponde al teo- 
rema de Pitágoras. 


* Interprólese este teorema gcométricamente. 
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Demostración de la desigualdad de Bessel. Es evidente 
que /m=0 para cualesquiera C,. Si C¿=f, para ¡=1,2,... 
3 m 
+. M, Entonces fm= pr) dP- So soa f f2P) dP 
m J h=1 
= Y fk, que es lo que queríamos demostrar. 
ial 


La sucesión de funciones normalizadas, ortogonales dos 
a dos, (brevemente, sistema ortonormal) 


PLP) PAP) -> PP) + (811) 


se llama completa, si para cualquier función continua (y, 
por lo tanto, acotada) f(P), definida en una región cerrada, 
se verifica la siguiente igualdad (igualdad de Parseval) : 


[AP dP= 3. 
D k=l 


Nota. De la afirmación demostrada en ci apartado 9 se 
deduce la posibilidad de sustituir la definición dada de un 
sistema de funciones completo por la siguiente, equivalente 
a ella: el sistema ortonormal de funciones (3,11) se llama 
completo, si para cualquier función continua, en una región 
cerrada [(P), existe una combinación lineal de estas funciones 


Z CUAL), 
k=l 


tal, que el error cuadrático medio cometido al sustituir (P) 
por esta combinación, es decir, 


JP -Èc ar, 
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es arbitrariamente pequeño. De aquí que, si Mamisemos sis- 
tema completo a un sistema ortogonal, para el cual se cum- 
pla la igualdad de Parseval para cualquier función de cua- 
drado integrable /(P), continua en toda la región, a excep- 
ción, posiblemente, de un número finito de puntos, curvas 
y superficies regulares, de dimensión hasta (d— 1), entonces 
esta definición sería también equivalente a la anterior (aquí 
d es la dimensión de la región G, en donde están definidas 
las funciones consideradas). Esto sucede debido a que cual- 
quier función f(P) de esta clase puede aproximarse por una 
función £*(P) contínua en G tal, que la norma de la diferen- 
cia f{P)-f*(P) sea arbitrariamente pequeña. La demostra- 
ción de esta afirmación mediante la desigualdad triangular 
(véase el apartado 5) la dejamos a cuenta del lector. 

El sistema ortonormal (3,11) se llama cerrado", si no 
existe ninguna función de la clase considerada *%, cuya inte- 
gral de su cuadrado exista, sea positiva y ortogonal a todas 
las funciones de (3,11). 

Teorema. Todo sistema completo es cerrado. 

Demostración. Supongamos que el sistema (3,11) es com- 
pleto, pero no cerrado, es decir, que existe una función 
F(P) para la cual la integral de su cuadrado existe, es posi- 
tiva y ortogonal a todas las funciones de (3,11). Los coefi- 

*) Muchos autores emplean una terminología diametralmente 
opuesta. A los sistemas que el autor del tíbro llama completos, tales 
autores los flaman cerrados (o densos), y a los sistemas que el autor 
llama cerrados, tales autores los llaman completos, 

En el espacio L? estos conceptos son idénticos, debido al teorema 
de Riesz— Fischer, que afirma que todo sistema completo es cerrado 
y viceversa. Véase J. Rey Pastor, Pi Calleja, C. A. Trejo, Análisis Mate- 
mático, Vol. TUI, Ed. Kapelusz, 1961, Cap. XXV, o también $. Kacz- 
marz, H. Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen. Warszawa — Lwów, 
1935, Cap-11 (Nota del Redactor de la traducción). 

**) Ver la observación al $ 1. 
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cientes de Fourier de tal función, respecto a las funciones 
(3,11), son iguales a O. Por consiguiente, para la función 
/(P) no se cumple la igualdad de Parseval. 

La afirmación inversa no es cierta en la clase de funcio- 
nes considerada, que tienen discontinuidades sólo en un 
número finito de puntos, curvas, ..., superficies (d— 1) di- 
mensionales. Esta es cierta en la clase de funciones de cua» 
drado integrable en el sentido de Lebesgue (véase $ 20, 


ap. 1). 


1í. La ecuación normal 11. Su análogo en el espa- 
de un plano en el espacio de cio de funciones es 
n dimensiones (p®, p, ... 


o. g) es 
a 
S dyd a 
ge -n -> aP ap =p, 
en donde en donde 
PAGHI fareyaras. 
12. La ecuación de una 12. Su análogo en el espa- 


superficie de 2° orden con cio de funciones es 
centro en el origen de coor- 


denadas es 
: xr. OPPIO dPag= i, 
Y K= (4,1) (5,11) 
¿Jal 
en donde 
sn: dende K(P, 0)=K(0, P) 


Ky=Ki PEG, QEG. 
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13. La proposición fun- 
damental en la teoría de las 
formas cuadráticas 

n 
S Kypr, 
Žı yp? 
Ky=Kp (6,11) 


consiste en la posibilidad de 
reducir una forma de éstas 
mediante una transforma- 
ción lineal no singular 


n 
yo “2 PP, (7,11) 


i=1,2,...,2 


a su forma canónica 


wr 
E À, ” , 


a 
donde 
man. (8,11) 
En lo sucesivo nos interesa- 
rán sólo formas cuadráticas 
con coeficientes Ki; reales; 
en este caso, todas las q 
pueden ser escogidas tam- 
bién reales. Entonces tam- 
bién serán reales todas las 


13. Bajo amplias supo- 
siciones respeoto al núcleo 
real simétrico K(P,Q), no 
idénticamente nulo, es decir, 
para el cual X(P,Q)= 
=X(O,P), demostraremos 
que fa forma integral 


J [ KE, OPIO) de do 
(10,11) 
puede ser expresada como 
una suma finita o infinita 
del tipo 
g LVO y) 
imi ^ i 


en donde 


W? = f PILP) dP, 


y las funciones pP), i= 
=1,2,..., forman un con- 
junto no vacío, finito o nu- 
merable, de funciones nor- 
malizadas y ortogonales en- 
tre sí, es decir, 


Toke xP) dP= by. 


*) No escribimos cl límite superior de los valores de j, el cual 


puede ser finito o infinito. 
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2i. Existen muchas transfor- 
maciones lineales (7,11) con 
coeficientes reales que redu- 
cen la forma cuadrática (6, 11) 
a su forma canónica (8,11). 
Entre éstas desempeñan un 
papel especial las transfor- 
maciones ortogonales, es de- 
cir, las transformaciones 
(7,11), para las cuales 


È yP = bn 

M 
en donde ôņ=0, para i=k 
y ón=1l para i=k. En el 
curso de Algebra se de- 
muestra que los coeficientes 
de dicha transformación sa- 
tisfacen a las ecuaciones 


ATA 
a) 
1=1,2,....m (véase el 
$ 19%), 


Geométricamente, a la 
transformación de la forma 


Estas funciones p(P) co- 
rresponden los vectores 
unitarios, dirigidos por los 
ejes principales finitos de ta 
superficie (5,11). Cada fun- 
ción p(P) satisface a la 
ecuación integral homogénea 


AP) =4, | KCP, O) p(Q) do. 
(11,11) 


en donde todos los valores 
À; son reales. De este modo, 
las ecuaciones integrales con 
núcleo simétrico, de un tipo 
bastante general, siempre po- 
seen valores propios (en 
contraposición con las ecua- 
ciones de Volterra) que son, 
además, reales, 


El $ 19 está destinado al lector que desee repasar la teoría de 
las ecuaciones cuadráticas. Esta teoría está expuesta allí en una forma 
cómoda para nuestras aplicaciones ulteriores. Recomendamos leer 


este parágrafo ahora. 
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cuadrática (6,11) a la forma 
canónica (8,11), mediante la 
transformación ortogonal 
(7,11), le corresponde el paso 
a un sistema de coordenadas 
tal, que los ejes de coorde- 
nadas coinciden con los ejes 
principales de la superficie 
(4,11). Los vectores (qíP, 
PO O, id m 
son unitarios y van dirigidos 
por los semiejes principales 
finitos de la superficie (4,11). 
Si m=<n, entonces, la super- 
ficie (4,1!) degenera en una 
superficie cilíndrica. En este 
caso, además de los m ejes 
finitos, la superficie tendrá 
n-m ejes infinitos. Aquellos 
semiejes, a los cuales les 
corresponden valores A; po- 
sitivos, se llaman reales, y 
aquellos, a los cuales les 
corresponden valores 2; ne- 
gativos, se llaman imagina- 
rios. 

El problema de hallar el 
vector unidad (g(P, q, . 
.. PP), que lleva la di- 
rección de un semieje prin- 
cipal de la superficie (4,11), 
correspondiente a 2, (supo- 
nemos que 2, es el menor en 


La idea fundamental de 
la demostración de la exis- 
tencia de, por lo menos, un 
valor propio de la ecuación 
integral (11,11), consiste en 
lo siguiente (compárese con 
el $ 12). Demostraremos la 
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valor absoluto de todos Jos 
valores å), es equivalente 
al siguiente problema (véase 
el $ 19). 

Hallar el máximo, si ?,>0, 
o el mínimo, si 4,<0, de la 
forma NK¿p0p% con la 
condición de que 


Sp 


El problema de hallar el 
vector unidad dirigido según 
el semieje correspondiente a 
Ay de la superficie (4,11), o, 
lo que es lo mismo, el pro- 
blema de hallar la solución 
del sistema 


à 
gio AZ Kg, 
i=1,2,...,1 


ortogonal a la solución 
pi, ..., 447), fácilmente se 
reduce al problema de ha- 
llar el máximo o el mínimo 
de la forma 


n 


OD 
¿(uE pr 2) pg, 


existencia en la clase de fun- 
ciones p(P), para las cuales 


Jepa, (12,11) 


es una función que da un 
máximo o un mínimo 4, 
diferente de 0, de la forma 
integral (10,14). Esta fun- 
ción p(P) satisface a la 
ecuación integral (11,11), pa- 
ra i=]. El problema de ha- 
tlar la función normalizada, 
correspondiente a dy, diri- 
gida por el semieje principal 
de la superficie (5,11), y el 
de hallar la función propia 
respectiva de la ecuación 
integral (11,11), fácilmente 
se reduce al problema de 
hallar el máximo o el míni- 
mo de la forma integral 


j ĵ | K(P,0) HO! 
XPP) dP dQ 


en la clase de funciones nor- 
malizadas por la condición 
(12,11). En forma análoga 
se hallan las funciones nor= 
malizadas, dirigidas según 
los demás semiejes princi- 
pales dela superficie (5,11) 
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en la clase de vectores uni- 
tarios (pD,..., 9D) De 
manera análoga se hallan 
los vectores unidad, dirigi- 
dos por los demás semiejes 
(véase el $ 19), 

14, Sustituyendo en la 
identidad 


Dg = y POF 
¿e s5 


en lugar de y su expre- 
sión mediante ¿, dada por 
la fórmula (7,11), obtenemos 


3 Kg O = 
st 
=3K 00005 


ORO rp o 
i PRO 
a 


E 


= 3h ll 3 KYD., 


Comparando los coeficien- 
tes de iguales productos en 
los miembros extremos de 
esta cadena de identidades, 
obtenemos que 
m 
Kas ee PeP 


o, lo que es lo mismo, las 
demás soluciones normali- 
zadas de la ecuación inte- 
gral (11,11), ortogonales a 
las soluciones anteriores (véa- 
se el apartado 4 del $ 13). 

14. Bajo ciertas condi- 
ciones impuestas a K(P, Q) 
será demostrado ($ 15) que 


K(p,0)= 3 LEN. 


15, La condición nece- 
saria y suficiente para que 
se pueda desarrollar un vec- 
tor dado (£0,..., fu), se- 
gún las direcciones de los 
semiejes principales finitos 
de la superficie (4,11), es 
que el vector ($0, ..., fm) 
sea ortogonal a todos los 
semiejes infinitos de la su- 
perficie (4,11). Pero de la 
igualdad (9,11), como es fá- 
cil de ver, se deduce que las 
componentes (zíD,..., (0) 
de los vectores dirigidos se- 
gún los semiejes infinitos de 
la superficie (4,11) deben 
satisfacer a las ecuaciones 


a 
X Kyy? =0, 
mi 


da AN 1 


(13,11) 

La condición para que el 

vector (/®, . . ., f9) sea or- 
togonal a todos los q. 

«n 6, que satisfacen a 

las ecuaciones (13, 1D, es 

que el sistema de ecuaciones 


a 
PA Kah = fO, R S 
fı 

respecto a las incógnitas 
HD, ..., KW, o lo que es 
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15. En el $ 14 se de- 
mostrará, que toda función 
SCP) intrinsecamente repre- 
sentable por medio del nú- 
cleo K(P, Q) y de una fun- 
ción A(Q) con cuadrado inte- 
grable, es decir, toda fun- 
ción representable en la for- 
ma 


SP) = | KCP, OWO) do. 


puede ser desarrollada en 
una serie absoluta y unifor- 
memente convergente, según 
las funciones propias qP) 
del núcleo K(P, Q) (teorema 
de Hilbert — Schmidt). 
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lo mismo, debido a la con- 

dición K;¿=XK,, que el sis- 

tema 

n 

S KD = fO, 
fal 


tenga solución (véase el $ 3). 


las ln 


En los $ $ 12-18 supondremos que todas las funciones 
consideradas pertenecen a la clase de funciones descritas en 
la observación al $ 1, y además, que todas ellas son reales 
y de cuadrado integrable en toda la región finita de su defi- 
nición. 


$ 12. Demostración de la existencia de funciones 
proplas de las ecuaciones integrales 
con núcleos simétricos 


1. Observaciones preliminares. Si existen las integrales 
de los cuadrados de las funciones p(P), (P) y K(P, Q) en 
sus dominios de definición, que es lo que se ha postulado, 
entonces la integral 


| J KP, DPO ar ao 
también existe. En efecto, 


IKP, OPIO) =F KEP, Q) + Lg PIAO), 
Por eso 


J S IKP. OPINO) dP do = 
=3f [KXP, 0) aP do +3 [errar [yo do. 
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En lo sucesivo, el símbolo $ f indicará la integración sobre 


todo el dominio de definición de K(P, Q), es decir, sobre 
toda la región donde PEG y QEG (véase el $ 4, donde de 


manera semejante se define el simbolo [ }. 


En los $ $ 12- 18 estudiaremos los núcleos K(P, Q), con- 
siderados en el ap. 2 del presente parágrafo. Para tales 
K(P, Q), todas las integrales dobles, o sea, las integrales 
respecto del conjunto (P, O), del tipo 


Í KCP, OWPYO) dP aQ 
pueden considerarse como integrales reiteradas, tomadas 
primeramente respecto a Q, y luego respecto a P%, 
Hagamos 


BPLP) = Î KCP, OWO) dO + cpl P) 


D= J APIP) de. 


La función Bp(P) es de cuadrado integrabte en G, ya que 
por la desigualdad de Bunyakovski 


(J kee, oodo} = fixe, oye ao- furo do 
y por eso 


JJ xr. omo ao uP= | fixer. oyrar ao. forto ao. 


5) G. M. Fijtengolts, Curso de Cálculo Diferencial e Integral, M., 
1960, t. MT, cap. XVI, $ 5, págs. 214-273, 
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Generalización de la desigualdad de Bunyakovski. Supon- 
gamos que la suma de las integrales 


f [ KP. OPPIO) dP do +c fykP)dPa(85, 9), (1,12) 
en donde ¢ es una constante, es definida no negativa. Esto 
significa que para cualquier función real y(P), esta suma no 
es negativa. A partir de este momento, supondremos que 


K(P,0)=K(Q.P). Entonces, para funciones y(P) y y(P) 
cualesquiera, 


(Bp, Y? = (Bp, y) (By, y). (2,12) 


Demostración de la desigualdad (2,12). Como por hipó- 
tesis la suma (1,12) es definida no negativa, para cualquier 
fe real, tenemos que 


J J KCP. Det?) + APNO + uO dP do + 


+e f PCP) + pP) dP=0. 


Abriendo paréntesis, obtenemos: 
J | KP, ONPINO) aP dg + 
tuf | KP, OPIO dP do + 
+15 | KCP, ONOWP) dP do + 
+18) | KCP, OtP)O) dP dQ + 
te f ¿(PP +2 ue | PIP) dr + eut f yr) aro, 


r 
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La segunda y tercera integrales son iguales, en virtud de 
la simetría de K(P, Q); entonces, ésta desigualdad puede 
escribirse asi: 

(Bp, P) +2 4Bp, 4) + Bo, p) =0. 
Esta última desigualdad puede verificarse para cualquier fe 
real sólo en el caso en que 


(Br, Y} <(Bo, p) (By, 9), 
que es lo que queríamos demostrar, 
Si K(P,0)=0, y c=1, la desigualdad (2,12) se trans- 
forma en la desigualdad de Bunyakovski 


Y 2 
( forrar) = Joxprar. [ye(P) dP. 
2. En lo sucesivo, hasta el $ 18 inclusive, consideraremos 
ecuaciones integrales con núcleo simétrico real del tipo 
KP, d 
xro, 020<z, (3,12) 
en donde K(P, Q) es una función uniformemente continua 
respecto a (P,Q), cuando PEG y QEG. Supondremos que 
la región G es finita. Por eso, la función K(P, Q) será aco- 
tada. 
Teorema. Sea dada la familia de funciones KP), para las 
cuales 


JEP) ar= me, (4,12) 


en donde M es ua constante, igual para todas las funciones 
IP). Entonces, la familia de funciones y(P), definidas por 
la igualdad 


y(P)= | KCP, QUO) do, 


es uniformemente acotada y equicontinua en G. 
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La equicontinuidad de una familia significa que para 
dos puntos P, y P, cualesquiera, pertenecientes a G, [y(P,) — 
—p(P,)| se hace menor que cualquier número £>0, si la 
distancia P,P, es menor que un 7>0, que depende sólo 
de e, pero no depende ni de la función y(P) de la familia 
considerada, ni de la posición de los puntos P, y P, en la 
región G. 

Demostración. 


Inte) rep =| fix, 0)-K(P,, OMO) do |= 
= | IK(P,, 0) -K(P,, OF dQ- | IXO) do = 
=M | [K(P., O) -KCP OJ}? dO. (5,12) 


Al hacer el penúltimo paso, hemos utilizado la desigualdad 
de Bunyakovski y, al hacer el último, la desigualdad (4,12). 
Acotemos la integral que figura en el último miembro de 
la desigualdad (5,12). Para ello, dividamos la región G en 
dos partes, G, y Ga. Consideraremos que a G, pertenecen 
todos los puntos de G, que distan de uno de los puntos 
P, o P, no más que o. En virtud de la igualdad (3,12) y 
debido a que K(P, Q) es acotada, tenemos que 


J IKC: 0) -K(P,, 0) do 


G 


será menor que cualquier z positivo, si ọ es menor que cierto 
número p(e), que depende sólo de £ y tiende a 0, cuando 
£>0. Este número g(e) no depende de los puntos P, y Pa. 
Por otra parte, debido a la continuidad uniforme de K(2, Q) 
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en la región G para un e fijo, la integral 


JIKE, 0)-KCP,, DJ do (6,12) 


G, 


puede hacerse arbitrariamente pequeña, siempre que los 
puntos P, y P, estén suficientemente próximos uno del otro. 
La pequeñez de la integral (6,12) depende sólo de la distan- 
cia entre los puntos P, y P,, y no de su posición. 

La acotación uniforme de la família de funciones p(P) 
se obliene fácilmente utilizando la desigualdad de Bunya- 
Kovski. En efecto, 


|] Kee, owo) ao |= V| | xcr, oy uo | [rio ao. 


La primera integral del segundo miembro de esta desigual- 
dad es acotada, según (3,12). La segunda es menor que M, 
debido a la condición (4,12). 

3. Teorema. La ecuación integral 


nP)=7.f KCP, OWO) do (1,12) 


posee, al menos, un valor propio finito, si el núcleo satis- 
face a las propiedades descritas al principio del apartado 
anterior, y no es idénticamente nulo. En lo sucesivo sólo 
consideraremos núcleos, ya descritos al principio del apar- 
tado anterior, sin indicarlo cxpresamente. 

La idea de la demostración de este teorema, dada a con- 
tinuación, está expuesta en la columna derecha del ap. 13 
del $ 11. Por primera vez, casi al mismo tiempo, indepen- 
dientemente uno del otro, demostraron este teorema, por 
este método, Hilbert y Holmgren. La mayor dificultad que 
se encuentra aquí consiste en la demostración de la existen- 
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cla en la clase considerada de funciones y(P), que cumplen 
la condición (12,11), de una función tal, que dé el máximo 
o el minimo de la forma integral (10,11) *."La demostra- 
ción expuesta aquí de la existencia de tal función pertenece 
a I, M. Guelfand. 

Demostración, Consideremos el conjunto S de funciones 
{P}, pasa las cuales 


Pere rdr=!. (8,12) 
Sea 


1)= | | KCP, OWP (Oo) dP do. 


Los valores de 1(g) en el conjunto $ son acotados. En efecto, 
por la desigualdad de Bunyakovski 


MEY? | | KP, O) dP dg- | [oX PWO) dP dg = 


= f [ KP, O aP do. futPyaP. [yato) ao. 


La primera de las últimas tres integrales es finita, según la 
condición (3,12), y las dos últimas son iguales a 1, de acuerdo 
con (8,12), 

Sea tm, respectivamente ¿ty4, la cota inferior, respectiva- 
mente superior, de los valores de Zp) en la familia S. Supo- 
niendo que K(P, Q) no es idénticamente nulo, demostremos 


* La validez de la afirmación análoga de la existencia de un mí- 
ninw a de un máximo de Ja forma cuadrática (6,13) en el conjunto 
de vectores unitarios (¿(0, g0, ...., (7), es consecuencia directa del 
toorema de Weicrstrass sobre la existencia del máximo o mínimo de 
cualquier función continua en Cualquier conjunto acotado, cerrado, 
de puntos, en particular, de la función (6,11) en ta esfera EOÓYF= 1 
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que por lo menos uno de los números fim O #m es diferente 
de cero. En efecto, en caso contrario, la integral Z(p) seria 
igual a O para todas las funciones g(P) de la familia S. En 
particular, esto sucedería para cualquier función ¢p, (P), 
igual a O en toda la región, excepto un entorno arbitraria- 
mente pequeño de algún punto P,, en donde pp(P)>0. 
Pero, por otra parte, como K(P, Q) no es idénticamente 
nulo, indefectiblemente existirá un punto (P,, Q4), en donde 
K(Po, Qu) 40. Podemos suponer, que Q, no coincide con 
Po, ya que, sí K(P, Q) fuera igual 4.0 para todos los puntos 
(P, Q), en donde P es distinto de Q, entonces sería idéntica- 
mente nulo, debido a la supuesta continuidad uniforme 
de la función K(P, Q) respecto a (P, Q), escrita en la rela- 
ción (3,12). Pero 


Ko, +99) =1gw) +p) + $ | KP, Orr (Pra (O) dP dQ + 


t f S KCP, Oyo AOwolP) de dQ. 


Las dos últimas integrales escritas aqui se toman sobre 
pequeños entornos de los puntos (Pa, Qo) y (Qw, Py); en 
virtud de la simetría supuesta de K(P.0), las integrales 
sobre estos dos entornos coinciden, y debido a que 
K(Ps, Qo) 0 y que en cierto entorno del punto (Po, Qo) 
conserva su signo, éstas son diferentes de 0. En cambio, 
suponíamos que las integrales (pp) y (po) eran iguales 
a 0. Por cso, 
Hgm, +49) #0, 


lo cual es imposible. De este modo, bajo nuestras suposi- 
ciones, fim Y Hay no pueden ser ambas iguales a 0. Supon- 
gamos, por ejemplo, que jy#0. 
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Consideremos una sucesión infinita de funciones norma- 
lizadas 


PPD AP), Pl Ph 
para las cuales 
Kd => tm- (9,12 
Fácilmente se comprucba que la diferencia 


Ka) + lim | PP) dP 


es definida no negativa on el sentido descrito en el apartado 
l del presente parágrafo. Por eso, en la desigualdad (2,12) 
se puede considerar 


BAP)= f (- KCP, OPO) dO + umol P). 
Hagamos en esta desigualdad 
PP)= pP), 
y(P)=BnP). 
Obtenemos que 
(Bpr, BPA? = (Bers 1) (BBD y» Br). (10,12) 
En virtud de (9,12) 
Ber Cd => 0. (11,12) 
Por otra parte, 


LEPP) == f EXP, O) dO +3 f RO) 40 + pial IPAP) 


De acucrdo con (3,12), Ja primera de estas integrales es 
acotada, y la segunda, por la condición de (8,12), es igual 
a I Por eso 


[BPAP =M + llo de, 
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donde M es una constante que no depende de Pr. De ma- 
nera análoga se puede obtener una acotación similar para 
BBp;. Aplicando la desigualdad de Bunyakovski se puede 
demostrar fácilmente que Ja expresión (BBp,, Bp) es tam- 
bién acotada. Por eso, de las relaciones (10,12) y (11,12) 
se deduce que 


(Bpr, Bp) > 0. (12,12) 


Toa 


De acuerdo con el apartado 2, la familia de funciones 
Kos(P)= $ KCP, OyO) dQ 


cs equicontinua y uniformemente acotada. Por eso, según 
el teorema de Arzelá (véase, por ej., mis “Lecciones de 
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias”, $ 11), de la sucesión 
de funciones Kq,(P) puede extraerse una subsucesión uni- 
Jormemente convergente. Supongamos que ésta sea 
KELLY, Kb), Kfm lP) o «> 
Sea 
Katal P) => 0%). 


ma 
Se afirma entonces, que la función p*(P) es solución de la 
ecuación integral (7,12) para a En efecto, 
|BK LP) =| KK (2) + Kg dP)| = 

=| KI- KPP) tard = | KBFP) = 

=|] KP, 0- BrO do | = 


3 


E] 


1 
=| Jiker, oy 40)" -| f ieron do] 
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Por eso, utilizando (12,12), se obtiene que 
BKO AP) > 0. 
De aquí que, en virtud de la convergencia uniforme de 


Kfm (P) 
Bp*(P)=0, 


que es lo que se quería demostrar. La función p*(P) no es 
idénticamente nula, ya que en caso contrario, debido a la 
relación (12,12), la sucesión 4yPin(P) para m=- también 
tendería en media hacia 0, lo cual es imposible, ya que 


Susana (PA? dP = å, >0. 


Observaciones. 1. El caso fp 0 se reduce al caso estu- 
diado f1yp>*0, cambiando de signo a K(P, Q). 

2. Hemos demostrado que el extremo inferior, respectiva- 
mente superior, de los valores de la integral /(q)) en el con- 
junto de las funciones normalizadas y(P) es igual a la mag- 
nitud inversa de cierto valor propio A de la ecuación inte- 
gral (7,12), siempre que este extremo no sea igual a 0. Por 
otra parte, la magnitud inversa de cada valor propio A; de 
la ecuación (7,12) es uno de los valores de la integral /(4) 
para cierta función de la clase (8,12). En efecto, el valor 
de la integral /(y) para g(P)=q.(P), en donde qP) es una 
función propia normalizada correspondiente al valor propio 


ĉi, es igual a 


Joce) ar | xP.Oxra0) do fixed =t. 


Se puede decir también, que el extremo superior, respectiva- 
mente inferior, de los valores de la integral /(q), en el con- 
junto de funciones p(P), que satisfacen a la condición 


JPP, (13,12) 
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es igual a la magnitud inversa del menor valor propio posi- 
tivo, respectivamente del mayor negativo, de la ecuación 
(7,12), siempre que este extremo sea diferente de 0. De csto 
sc desprende, que para todas las funciones ¿(P) que cum- 
plen la condición (13,12), los valores de la integral (q) en 
valor absoluto no superan a la magnitud inversa del menor 
valor propio 4 en valor absoluto de la ecuación (7,12). Ade- 
más, de los razonamientos anteriores se ve, que el extremo 
superior, respectivamente inferior, de 1(q) en (13,12) se al- 
canza para q, igual a cualquier función propia normalizada, 
correspondiente al menor valor propio 2 positivo, respecti- 
vamente, al mayor negativo, en valor absoluto, si este ex- 
tremo es distinto de O, 

Ejercicio, Demostrar que el conjunto de los valores de 
1(q) en (8,12) puede ser cualquier punto, o un segmento 
cerrado, o un segmento semicerrado, al cual no pertenece 
ci punto 7=0, que es uno de los extremos de este segmento. 
El conjunto de los valores de F(p} en (13,12) siempre con- 
tiene el valor /=0, y representa un punto o un segmento. 
¿Qué casos son posibles si el núcleo es degenerado? 


$ 13. Algunas propiedades de lax funciones propias y de los 
valores propios de las ecuaciones 
integrales con núcleos simétricos 


1. Teorema. Las funciones propias de la ecuación (1,12), 
correspondientes a diferentes valores propios de À son orto- 
gonales entre sí. 

Demostración. Sean 


PEP) =2, | KEP, OO) de, (1,13) 


PAP) = 2 f KCP, OPLO) de (2,13) 
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en donde 2,»2,. Multipliquemos (1,13) por Ap¿(P) y (2,13) 
por àp (P). Restando miembro a miembro las igualdades 
obtenidas, e integrando la diferencia respecto a P, obtene- 
mos: 


a2) [ote wLP) dP= 
= 4,4, | | KCP, OP LO) dQ db — 
ehia f KCP, O) AP) (0) dQ dP. 813) 


Cambiando las notaciones de las variables de integración 
en el segundo término del segundo miembro, obtenemos: 


$ xt", omar wo) ar dQ = [| KCO. PILONKP) dQ de. 


Como K(P, Q)= K(Q, P), de esto se deduce que el segunda 
miembro de (3,13) es igual a O. Y ya que, por hipótesis, 
a24, resulta 


JotPwLP) de =0, 


que es lo que queríamos demostrar. 

2. Teorema. Todos los valares propios de las ecuaciones 
integrales con núcleos simétricos son reales. 

Demostremos primeramente el siguiente lema, Todas las 
Junciones propias de las ecuaciones del tipo considerado son 
coniinuas. 

En efecto, de acuerdo con lo dicho al final del $11 
consideramos que tales funciones son de cuadrado integra- 
ble, Nuestro lema se deduce inmediatamente del apartado 
2 del $ 12. 
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Demostración del teorema. Supongamos que la ecuación 
integral (7,12) tiene un valor propio complejo }=a+ bì, en 
donde 50. Sea (P) la función propia correspondiente, 
Entonces 


HP) =(0+ bif K(P,Q-(0) dQ. (4,13) 


Denotando por ¿(P) la función compleja conjugada res- 
pecto a p(P), de la identidad (4,13) obtenemos 


FP) =(a—bi) | KCP, (O) d0. 
Según el teorema 1, debe ser: 
[rP ar=o. 


De esto y del lema que acabamos de demostrar, se deduce 
que 


p(P)=0, 


por lo cual, para b>*0, (a+ bi) no puede ser valor propio 4. 

Observación. Del teorema demostrado se deduce, que 
tanto la parte real como la imaginaria de una función pro- 
pia compleja son también funciones propias, que corres- 
ponden al mismo valor propio. 

3. Ortogonalización de las funciones propias. Del mismo 
modo que las superficies de segundo orden pueden tener 
varios semiejes principales de igual longitud, exactamente 
igual, a un mismo valor propio 4 de una ecuación integral 
con núcleo simétrico le pueden corresponder varias funcio- 
nes propias linealmente independientes. Por el segundo teo- 
rema de Fredholm, el conjunto de funciones propias lineal- 
mente independientes; que corresponden a un mismo valor 
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propio, es siempre finito. Supongamos que dichas funciones 
son 


PAPI PLP), ~> e PaP) 61N 


Del hecho de que el valor propio 2, correspondiente a estas 
funciones es real, es fácil deducir que todas estas funciones 
pueden escogerse reales. Según el teorema l, todas estas 
funciones son ortogonales a las funciones propias de la misma 
ecuación integral, pero correspondientes a otros valores 2. 
Cualquier combinación lineal con coeficientes constantes de 
las funciones (5,13) es también una función propia de la 
ecuación (7,12). Demostremos que, formando tales combi- 
naciones lineales con coeficientes reales de las funciones 
(5,13), se pueden obtener m funciones propias normaliza- 
das y ortogonales entre sí, que, por lo tanto, serán funcio- 
nes propias linealmente independientes 


IN) 
de la ecuación (7,12). Hagamos 
yíP)=ap(P). 
Elijamos la constante 40, de modo que 
fpa- 
Hagamos 
PP) = bir AP) +b PI. 


en donde b=0 y b, son ciertas constantes. Elijamos la cons- 
tante b, de modo que sea 


f pæ dP= f Fost dP +h fer ar] =0. 
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Como fa dP = 1, entonces, esta desigualdad determina a b, 


univocamente, Elijamos la constante b de modo que la 
norma de »p, sea igual a 1. Esto se puede hacer, puesto 
que, en virtud de la supuesta independencia lineal de las 
funciones (5,13), pa(P) +byp(P) no esidénticamente nula. 
Y, debido a que todas las funciones propias de la ecuación 
(7,12) son continuas, la integral del cuadrado de q. + bnp 
no puede ser igual a 0. 
Hagamos luego 
PP) = Ap PY ea PA PA, c0. 


Elijamos la constante c, de tal manera, que 
fo dP= d fos dP+ col ya dP 4 cy f war] =0. 
Ya que 
Í padP=0 y fa dP=1, 
esta condición define univocamente a c,: 
a=- For, dP. 


De la misma manera se pueden elegir las constantes C, y 
e%0, de tal forma que 


Pmiradr=0 y  fy3dP=. 


Continuando este proceso, obtenemos yy(P), . . «s Ym(P). 
Por lo tanto, podemos limitarnos a considerar solamente 
aquellas funciones propias linealmente independientes de la 
ecuación integral considerada que forman un sistema orto- 
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normal. Tomemos un sistema ortonormal de funciones pro- 
pías de esta ecuación, maximal en el sentido de que cual- 
quier función propia de esta ecuación integral se expresa 
linealmente mediante las funciones de este sistema, En lo 
sucesivo nos será cómodo numerarlas, de forma que sus 
índices crezcan a medida que crecen los valores absolutos 
de los correspondientes valores propios 4 (el conjunto de 
los cuales, según el $ 8, no tiene puntos de acumulación 
finitos). Si a un mismo å le corresponden varias funciones 
propias Jinealmente independientes, todas estas funciones 
las pondremos juntas. De este modo, obtenemos las suce- 
siones 


MP) PLP) o GAP), an (6,13) 
A A PO (7,13) 


Aquí, debajo de cada función propia está escrito su valor 
propio 2 correspondiente. Las sucesiones (6,13) y (7,13) 
pueden ser tanto finitas como infinitas, En la sucesión (7,13) 
algunos A, situados consecutivamente pueden ser iguales. 
Esto sucederá cuando el valor correspondiente 2, de la ecua- 
ción (7,12) tenga varias funciones propias linealmente inde- 
pendientes. Pero, por el segundo teorema de Fredholm, para 
cada A, existe solamente un número finito de funciones pro- 
pias ortogonales entre sí y, por consiguiente, linealmente 
independientes. De este mismo teorema se deduce que, si 
las sucesiones (6,13) y (7,13) son infinitas, entonces 


lAl== para ise. 


El sistema (6,13) será maximal en el sentido indicado más 
arriba, si en la sucesión (7,13) figuran todos los valores 
propios de la ecuación infegral considerada, y si a cada 
valor propio de éstos en la sucesión (6,13) le corresponde 


3 
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un número maximal de funciones propias linealmente inde- 
pendientes, correspondientes a dicho valor propio. 

4, Teorema. Sea (P) una función propia de la ecuación 
integral (7,12), correspondiente al valor propio 2,. Entonces, 
para el núcleo 


KP, Q)=K(P, Q) ADO 


las sucesiones de funciones propias y valores propios, análogas 
a la (6,13) y (7,13) para K(P, Q), pueden ser obtenidas de las 
sucesiones (6,13) y (7,13), correspondientes al núcleo K(P, Q), 
eliminando (P) y A. 

Demostración, Verifiquemos, primeramente, que cual- 
quier función propia ¿(P) del núcleo K,(P, Q), correspon- 
diente a un valor propio 2, es una función propia del núcleo 
K(P,Q), correspondiente al mismo valor propio. En efecto, sea 


1(P)=1| KP, OWO) do. (8.13) 


Entonces 


Tay ce) ar=o, (9.13) 
puesto que 


Tecmo) dP=A f [ KAP, OD?) dP d= 
=2f [xo 1220] omo) aP ag- 
=2.] | KCP. OPA) dP dQ- 

LOWO) do [yitr) aP = 


¿Jona do -4 foomo do=0. 


Algunas propiedades de las funciones propias 115 


En virtud de la relación (9,13), la igualdad (8,13) puede 
escribirse en la forma siguiente: 


MP) =2 | xce, 0) -PORA ¿(0) d9> 


=1 | KCP, OWO) dQ. 


De esta manera, hemos demostrado que p(P) es una fun- 
ción propia de la ecuación integral (7,12), correspondiente 
al mismo 4. 

Demostremos ahora lo recíproco, que cada función pro- 
pia (P) de la sucesión (6,13), correspondiente a un valor 
propio A, de la sucesión (7,13), para ¿=1, es una función 
propia, correspondiente al mismo valor propio 2, para el 
núcleo K,(P, Q). En efecto, sea 


paP)=2,) KP, OOO, i=1 (1043 
Entonces 


Fo. (P) dP=0. 
Por cso, de la igualdad (10,13) se sigue que 
rr? f [KP o PPD] oo) do = 
=, | KP, OA0) dQ. 


La misma función (Q) no es función propia de la ecuación 
(8,13), puesto que, en caso contrario, de la condición (9,13) 


se tendría que J FP) dP =0, lo cual es imposible. 


qe 
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De las proposiciones demostradas, fácilmente se deduce 
nuestro teorema. 
5. Aplicando sucesivamente el teorema 4 a los núcleos 


KAP, Q) KP, 0) LLO 


KAP, Q)=K(P, 9) -209 


obtendremos que todas las funciones propias p,(P) de la 
sucesión (6,13), correspondientes a los valores propios A, 
de la sucesión (7,13), para el núcleo K(P, Q), son funciones 
propias correspondientes a los mismos valores propios para 
el núcico 


KnkP, Q) =K(P, Q) - ne pz J 


si i>m, Estas funciones propias qP), i=m, forman un 
sistema maximal de funciones propias para la ccuación 
integral con núcleo K,,(P, Q), en el sentido de que cualquier 
otra función propia de este núcleo se expresa linealmente 
por medio de éstas. 

De este modo, /as sucesiones (6,13) y (7,13) para el nú- 
cleo simétrico K(P,Q) pueden ser obtenidas aplicando su- 
cesivamente el método variacional a los núcleos K(P, Q), 
KCP, Q), KP, Q), » 

6. Supongamos que el núcleo K(P, Q) tiene sólo un nú- 
mero finito de funciones propias tincalmente independientes 
(esto ocurre con cualquier núcleo degenerado). Entonces, 
para un m suficientemente grande, el núcleo K,(P, Q) no 
tendrá ningún valor propio. Por otra parte, puesto que Jas 
funciones (2) son continuas, de acuerdo al lema del apar- 
tado 2, el núcleo K.(P, O). al igual que K(P, 0), tendrá 
que satisfacer a todas las propiedades descritas en el apar- 
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tado 2 del § 12. Por esto, de acuerdo con cl apartado 3 
del $ 12, tiene que ser Ka(P, Q)=0, es decir, debe ser 


K(P, Da DUDO . (11,13) 


De esta fórmula se deduce, que cualquier núcico det tipo 
considerado con un número finito de valores propios (o,lo 
que es lo mismo, con un número finito de funciones propias 
linealmente independientes), es degenerado. 

Observación. Sea K(P, Q)= o , en donde 0 =%<d, 
KP, Q) es una función uniformemente continua en P y Q, 
y K(P.0)=K(0, P). Fácilmente se observa, que para las 
funciones propias continuas de una ecuación integral con 
núcico K(P, Q) del tipo señalado, son válidos los teoremas 
1 y 2 del presente parágrafo. Utilizando esto, demostrare- 
mos que fa ecuación integral con núcleo del tipo indicado 
ticsie, al menos, un valor propio. 

Del loma del $ $ se deduce que existe un m tal, que el 
núcleo KÚM(P,Q)=KoKo...oK es continuo. Como 

A 

mi veces 

KC(P, O) es in núclco continuo simétrico, según lo de- 
mostrado en el $ 12, existe un número z y una función 
PP) continua tales, que 

P= aK py 
(K™) denota el operador correspondiente al núcleo KONP, Q) 
véase la pág. 35). Supongamos que / es impar y hagamos 
1 =4%, en donde 2, es un número real. Sea e una raíz pri- 
mitiva de la unidad de orden m, En este caso, se verifica 
la igualdad 

(E-AKNE-2CE NEAR). . (Eh erik) 

=(E -1P K). 
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La justeza de esta igualdad se deduce de la identidad alge- 
braica 

(an — pm) =(a —bla—ebla— eb)... (a— eri). 
Por lo tanto, 

(E-A Kp, =(E-2KKE-AeK)..(E- eK ypy. 

Hagamos 

(ELE PR) EI e KO > 
Entonces 

(E-41K)p,=0 y 4,0, 


es decir, y, es una función propia de la ecuación integral 
con núcleo K(P, Q). En efecto, como m es impar, los núme- 
ros 4,eP, para ] <p =m-!1, son complejos. Luego, (E-2,ePK)x 
xo 20, para cualquier función p(P)=0 y 1 =p =m-|l, puesto 
que, según el teorema 2 del presente parágrafo, una ecuación 
con núcleo simétrico no tiene valores propios complejos. 
Por eso, y,0, ya que, en caso contrario, obtendriamos que, 
para cierto l=p<=m-1 y una función (P), no idéntica- 
mente nula, (E—2,ePK)p=0. 

Con esto queda demostrada nuestra afirmación. 

Ejercicio 1. Demostrar que para cl núcleo simétrico 
K(P, Q) estudiado en el apartado 2 del $ 12, se puede hallar 
la segunda función propia de Ja sucesión (6,13), aplicando 
el método variacional descrito en el apartado 3 del $ 12, 
con la única diferencia de que ahora las funciones conside- 
radas no sólo satisfacen a la condición (8,12), sino también 
a la condición (9,13). Aplicar este método para hallar las 
demás funciones propias. 

Ejercicio 2. Supongamos que K(P, Q) = —K(P, Q) y que 
K(P, Q) satisface a la condición (3,12). Demostrar que, en- 
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tonces, todos los valores propios son imaginarios, puros, 
y las funciones propias no pueden ser reales. Cualquier fun- 
ción propia es ortogonal a si misma y a todas las demás, 
con la posible excepción de aquellas que correspondan a un 
valor propio imaginario conjugado. 
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Toda función JP), intrínsecamente representable por me- 
dio de la función de cuadrado integrable HP), o sea, toda 
Junción del tipo 


AP )= | KCP, OWO) dQ, 


puede ser desarrollada en sèrie por lus funciones propias de 
(6,13) del núcleo simétrico K(P, Q), la cual converge absoluta 
y uniformemente. 

Observación. Naturalmente, tiene sentido hablar de la 
convergencia de esta serie sólo en el caso en que la ecuación 
integral (7,12) tenga un conjunto infinito de funciones pro- 
pías lincalmente independientes. En caso contrario, esta 
serie se reduce a una suma finita. Para no complicar la es- 
critura, aquí, así como en otros casos análogos, escribirc- 
mos siempre series (infinitas), recordando que, en el caso 
de un número finito de funciones propias, estas series se 
transforman en sumas finitas, cuya convergencia no hay 
necesidad de demostrar, 

La demostración del teorema la haremos construyendo 
primeramente una serie por las funciones propias de (6,13), 
y demostraremos que dicha serie converge uniformemente; 
después demostraremos que esta serie converge precisa- 
mente hacia la función /(P). 
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Supongamos que la función f(P) es desarrollable en 


serie por las funciones propias de (6,13), las cuales con- 
sideraremos ortonormales. Supongamos que 


DPF), (1,14) 


y que la serie que figura en el primer miembro es uniforme- 
mente convergente. Para determinar el coeficiente Cm, multi- 
pliquemos ambos miembros de la igualdad (1,14) por q (P) 
e integremos miembro a miembro sobre toda la región G 
de definición de las funciones f(P) y pP). Obtenemos: 


Cn= [REYkr) de = | S KCP, OWOCE) dP dQ = 


- [no (f Ko, PiencP) dr) 40 = 
— (POMO _ hm 


Tai at (2,14) 
donde hacemos 
Iin= HOYO) do. 
Demostremos ahora, que la serie 
Ze ] (3,14) 


converge absoluta y uniformemente, Para esto, apliquemos 
el criterio de Cauchy. Formemos el segmento de la serie 


mt 
Y en A 


izm 
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Aplicando la desigualdad de Cauchy, obtenemos 


mtp 2 mip m+ 2 
A LSSI a) 
¡Sn 14 A E 


Los coeficientes /, son los coeficientes de Fourier de la fun- 
ción A(P) con respecto a las funciones pP). Por eso, apli- 
cando la desigualdad de Bessel, hallamos que la serie nu- 
mérica 

S 12 
í 
es convergente. Por lo tanto, según el criterio de Cauchy, 
la magnitud 


4 


mtp 
Gm 


será menor que cualquicr e, positiva, sí m es suficientemente 
grande. 


` P) , 
Por otra parte, las magnitudes en pueden conside- 


; 
rarse como coeficientes de Fourier del desarrollo del núcleo 
K(P, Q), considerado como función sólo de Q, en serie, 
según las funciones y(Q). Aplicando nuevamente a cstos 
coeficientes la desigualdad de Bessel, hallamos: 


> fop)? 
EU fre oao. 
Esta última integral existe en virtud de la condición (3,12) 


y está acotada por una constante que no depende de P. 
Por eso, pisa cualesquiera m y p, la suma 


mp 2 
Pe) | 
les | 


es acotada. 
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De este modo, de la desigualdad (4,14) hallamos que 
para cualquier «0 constante existe un # tal, que depende 
sólo de e, que para cualesquiera m=mo y p=0, se tiene: 

mtp 


pA 


Em 


hi 
A 
De aqui y por el criterio de Cauchy se deduce que la serie 
(3,14) es absoluta y uniformemente convergente. 

Pasemos ahora a la demostración de que la serie (3,14) 
converge precisamente hacia la función /(P). 

Anotemos, primeramente, que del tcorema demostrado 
en el apartado 2 del $ 12, se deduce que la función f(4) 
y todas las funciones propias p;(P) son uniformemente con- 
linuas. Además, acabamos de demostrar que la seric (3,14) 
es uniformemente convergente. Por eso, para demostrar 
que dicha seric converge hacia f(P), es suficiente demostrar 
que esta serie converge en media hacia (P), es decir, que 


p m 2 
Slr- Zin] aro. (5.14) 
Para demostrar esta última afirmación observemos que 
m 
AP)- ŽZoP)- f[ Ke, 0- $ ORD] o ao, 
izl i 
de donde, haciendo, para abreviar, la escritura 


KnkP,Q)=K(P,0)- z HOO 0 


En(P)-AP)- È YP4P), 
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obtenemos: 
Jlar- $ yra ar- f ffe. o- 
3 reo o [> - ¿3 wr] dP d= 
=3 $ J KAP, QUO) +8nkOMUKP) +e CP) dP do- 
af J KP, OWOWP) aP dg - 
a S f KAP, OxnlOen lP) dP d. (6,14) 


Aqui hemos cr el hecho de que, debido a la simetría 
del núcleo K(P, Q) 


Suc, Ena dP dQ= 


dl = | J KAP, OM): AP) dP do. 


Sesírrar= | 7ub) ap- zie t) = [1P) ar, 
existe un número M independiente de m, que para Lodo m 
Decrrar<o, [IP dp =M, JIAP) +2,k 2) dP=M. 


Según la nota 2 al apartado 3 del $ 12, y al apartado 5 del 
$ 13, tenemos que 


|J ae, 9er) ar ao) <>, 


E Jue) ar=m. 
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Esto significa que las tres integrales del segundo miembro 
de (6,14) tienden a 0 cuando m—e, y por eso la relación 
(5,14) es válida. 

Corolario. Fórmula de Schmidt para la resolución de 
ecuaciones integrales con núeleo simétrico. 

Consideremos la ecuación integral 


mP)=2] KOP, OAO dO RP) (7,19) 


en donde K(P, Q) es un núcleo simétrico del tipo descrito 
al principio del apartado 2 del $ 12; {P} es una función 
conocida uniformemente continua; q(2) es la función in- 
cógnita y 4 es un parámetro. Por el primer teorema de 
Fredholm ($ 8), si 2 no es un valor propio, la ecuación inte- 
gral (7,14) tiene una solución y(P) uniformemente continua. 
Entonces, por el teorema de Hilbert —Schmidt, la función 
m(P)-J(P) se puede desarrollar en seric por Jas funciones 
propias del núcleo K(?, Q), la cual es absoluta y uniforme- 
mente convergente, Sea 


APP) GC MP), 
de donde 


ne) ŽCPAP)+AP). (8,14) 


Poniendo en la ecuación (7,14) el segundo miembro de la 
igualdad (8,14), en lugar de ¿(P), obtenemos que 


Š CUAP) Re)=2 Š C | KCP, 000) do 1 
+1 KP, ORO) do +fP)= 
22D e). 9,16) 


f 4 
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Aplicando nuevamente el teorema de Hilbert — Schmidt, he- 
mos sustituido aquí la integral 


[Keano do 


por la serie absoluta y uniformemente convergente 


¿22, donde f= APP) ap. 
Es fácil ver también, que la primera de las series que figu- 
ran en el segundo miembro de (9,14) es uniformemente 
convergente. Comparando los coeficientes de iguales fun- 
ciones 9(P) en ambos miembros de la igualdad (9,14), ob- 
tenemos: 

1 t, 


Ma EA 


De aquí que 


y, por lo tanto, 
(10,14) 


en donde la serie en el segundo miembro es absoluta y uni- 
formemente convergente, Esta es la llamada fórmula de 
E. Schmidt. 

Cuando 4 coincide con uno de los valores propios Ao 
la solución de la ecuación (7,14) se puede obtener de una 
manera análoga, En este caso, por el tercer teorema de 
Fredholm, f=0 para todos los í a los que corresponden 
valores propios, iguales a 2. La solución g(2) se representa 
en forma de la serie (8,14), en la cual C= 
y C¿=x%,, en donde a, es una constante arbitraria, si 
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Ejercicio. Demostrar directamente el teorema de Hil- 
bert ~ Schmidt para núcleos degenerados, utilizando la fór- 
mula (11,13). 


$ 15. Teorema del desarrollo de los núcleos 
Teorema. El núcleo K(P, Q) del tipo considerado en este 


capítulo es desarrollable en la serie 


PA 


l 


+ eeo y (1,15) 


la cual converge en media hacia K(P,O) respecto a P, es 
decir, para cualquier Q fijo se tiene 


Jie o- ELO 0. (215) 


mn. 
Demostración. Consideremos la función 
KAP, Q)= | KCP, S)K(S, Q) aS 


como función solamente de P, considerando a Q fijo. En- 
tonces, esta función, por el teorema de Hilbert — Schmidt, 
puede desarrollarse en serie por las funciones propias de 
LP), la cual es uniforme y absolutamente convergente res- 
pecto a P. Sea 


K£P.Q)= Zem). 


De acuerdo con la fórmula (2,14) 


KPOPA po 


4 i 
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Por lo tanto, 
KAP, Q)= ¿e ¿CA (3,15) 


Según el teorema de Hilbert —Schmidt, esta serie es abso- 
luta y uniformemente convergente respecto a P para todo 
Q fijo. Por consideraciones de simetría, de esto se deduce 
también la convergencia absoluta y uniforme de esta seríe 
respecto a Q para todo P fijo. Pero esto no da ningún fun- 
damento para deducir la convergencia uniforme de esta serie 
respecto al conjunto P y Q. Tal convergencia será demos- 
trada en el $ 17. 
De (3,15) se deduce que 


ak 
K40, 0)= È o a (4,15) 

=i 4 
además, esta última serie es convergente, pero no podemos 


aún afirmar que es uniformemente convergente respecto a Q, 
Por otra parte, 


[e o- 3 Re ao. 


= [KO PKP. Q) dP -2 5P [Ko PAP) APR 


¿30 (0) 


-K(0,0)-2 ¿uo f. uo. 


al 


=K4Q, 0)- ae, (5,15) 


De acuerdo con (4,15), esta última diferencia tiende a 0, 
cuando m~. De esto se deduce (2,15), que es lo que se 
quería demostrar. 
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$ 16. Clasificación de los núcleos 


Consideremos la forma integral 


J [ KCP, oro) dP do, (116) 


en donde y(P) es una función de cuadrado integrable. Apli- 
cando la desigualdad de Bunyakovski es fácil demostrar que 
la integral (1,16) existe, puesto que existe la integral del 
cuadrado de K(P, Q) (véase (3,12)). Según el teorema de 
Hilbert --Schmiát, la función de P 


fx”. 0110) do 


puede desarrollarse en serie por las funciones propias (P) 
del núcleo K(P, Q), la cual converge uniformemente respecto 
a P. Aplicando la fórmula (2,14), obtenemos de este modo: 


JKP, OO) d0 = ZL-v0», 010) 
en donde 
n= | APP) aP. 


Multiplicando ambos miembros de (2,16) por y(P) e inte- 
grando respecto a P, obtenemos: 


J [ KP. PO ar do- Š 


AA” 


(3,16) 


La forma integral y el núcleo K(P, Q) se ilaman definidos 
no negativos, respectivamente no positivos, si para cualquier 
Junción y(P) de cuadrado integrable, la forma integral (1,16) 
es no negativa, respectivamente no positiva (véase el apartado 
1 del $ 12). 
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De la Fórmula (3,16) se ve, que la condición necesaria 
y suficiente para que la forma (1,16) sea definida no negativa, 
respectivamente no positiva, consiste en que todos los 4; sean 
positivos, respectivamente negativos. 

Llamaremos a la forma (1,16) y al núcleo X(P, Q) cuasi- 
definidos no negativos, respectivamente no positivos, si todos 
los A, correspondientes, a excepción, posiblemente, de un 
número finito de ellos, que son positivos, respectivamente 
negativos. 


$ 17. Teorema de Dini y sus aplicaciones 


Teorema de Dini. Si una sucesión monótona de funciones 
continuas 


NAPLI) >- AAP) 


converge en todo el conjunto acotado y cerrado F hacia una 
función continua [(P), entonces esta sucesión converge uni 
Jormemente. 

Demostración, Sin restringir la generalidad, podemos 
considerar que f(P)=0; el caso general se reduce a éste, 
restando /(P) de cada función AP). Luego podemos con- 
siderar, que la sucesión (1,17) es monótona decreciente en 
cada punto P ®, puesta que el caso opuesto se reduce a éste, 
cambiando el signo a todas las f(P). 

De este modo, supongamos que se tiene una sucesión 
monótona de funciones continuas f(P), decreciente en cada 
punto, y convergente hacia O en cada punto del conjunto 
acotado y cerrado F. Demostremos que esta convergencia 


y (1,17) 


"0 su 
JAP Sa k=), 3.. 
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es uniforme. Para esto, observemos lo siguiente. Para cada 
>0 y cada punto P del conjunto F existe un ọn tal, que 


Os fm(P)=e. 


Por la continuidad de f,.(P), la misma desigualdad tendrá 
lugar también en cierto entorno O, del punto P. Como la 
sucesión considerada de funciones es monótona decreciente 
en el entorno Op, se tiene que 


O=</f4P)=<e para todo k=m. (2,17) 


De este modo, para un e elegido para cada punto P del 
conjunto F existe un entorno Op tal de él que, a partir 
de cierto k, en dicho entorno es válida la desigualdad (2,17). 
Según el lema de Heine — Borel, de todo cl conjunto de en- 
tornos O, se puede extraer un subconjunto finito que cubra 
a todo el conjunto F. Sea M el máximo de todos los nú- 
meros m, correspondientes a estos entornos. Entonces, evi- 
dentemente, para todo k=M, en todo el conjunto F, ten- 
dremos 


SAP) <e, 


que es lo que se quería demostrar. 
Aplicaciones del teorema de Dini. 
i. En el $ 15 hemos demostrado que 


K0.0)= zio A (4.15) 


Sin embargo, todavía no sabemos si la serie que figura en 
el segundo miembro es uniformemente convergente respecto 
a Q o no. Ahora, después de haber demostrado el teorema 
de Dini, podemos resolver fácilmente este problema, En 
efecto, según el lema demostrado en el $ 8, la función 
K.(O, Q) es uniformemente continua respecto a Q. Por con- 
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siguiente, podemos considerarla continua cn G (véase la 
observación en la pág. 39). Por lo tanto, la sucesión 
O] 


Ar 
es una sucesión monótona de funciones continuas en cada 
punto O, que converge y tiende a una función también con- 
tinua cuando m +=. Por Jo tanto, según cl teorema de Dini, 
esta convergencia es uniforme en G. 

2. De la convergencia uniforme respecto a Q de la serie 
que figura en el segundo miembro de (4,15) se deduce, que 
Ja sucesión (2,35) tiende a O uniformemente respecto 1 Q 
[véase (5,15). Por eso, 

AO) 
feo- 3% y a dP dO 3» 0. 

3. De la convergencia uniforme de la serie (4,15) res- 

pecto a Q se deduce la convergencia uniforme respecto a 


(P, Q) y la convergencia absoluta de la serie (3,15), puesto 
que 


"| nero | Pi de, PEO 
Y a a A 
4, Integrando abos miembros de (4,15) respecto a Q. 
hallamos que 


[K0 0) do= È 
A ial% 
debido a que las funciones q(Q) están normalizadas. Ésto 
significa que la serie formada por los cuadrados de las magni- 
tudes inversas a A, es convergente. 

5. Teorema de Mercer, Si el núcleo K(P, Q) es cuaside- 
finido y uniformemente continuo respecto a (P, Q), la serie 


9 
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(1,ES) converge hacia él no sólo en media, sino también ab- 
soluta y uniformemente respecto a (P, Q). 

Demostración. Supongamos, por ejemplo, que el núcleo 
K(P, Q) es cuasidefinido no negativo. 

Obsérvese que, si el núcleo K(P, O) es definido, no 
negativo y continuo, entonces siempre será Km(P, P)=0. 
En efecto, si en cierto punto P, fuese Km(Po, Py) <0, en- 
tonces, debido a la continuidad, éste sería negativo también 
en cierto entorno del punto (P,, Pp) en el espacio (P,Q). 
Construyamos una función continua PpP), que sea igual 
a 0 en toda la región G, excepto en un entorno pequeño 
Ga del punto P,, en donde esta función será positiva, En- 
lonces, si la región G, es suficientemente pequeña, tendre- 
mos que 


$ [ KP, Dro £Pw0L0) dP do <0, 


lo que contradice a la suposición de que el núcleo K;,(P, Q) 
es definido no negativo. 

Como el núcleo K(P, Q) es cuasidefinido no negativo, 
para m suficientemente grande, el núcleo 


KnkP, Q)=K(P, Q)— ¿ 


es definido no negativo (ver el $ 16). Por eso, según la pro- 
posición recientemente demostrada sobre los núcleos con- 
tinuos definidos no negativos, para todo m suficientemente 
grande, se deberá tener 
mt, 
K(P, P)= 322. 
isl fi 


Por lo tanto, la seric 


E gir (3,17) 
â 


îi 
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es convergente para todo P. Por eso, la seric 


349 (4,17) 

tal t 
también es convergente para todo Q. Como K(P, P) es aco- 
tado, todas las sumas parciales de tas serios (3,17) y (4,17) 
para todo P y Q están acotadas en valor absoluto por cierta 
constante 

M,>0. 


Aplicando la desigualdad de Cauchy y suponiendo que 
m cs tan grande que para ¿=n todas las 2,>0, obtenemos 


[2] PAPILO) Fs AAN 
Sn 4 Em u EN i 

Aplicando el criterio de convergencia de Cauchy a la serie 
(4,17), obtenemos que para cada e >0 constante, para cual- 


quier Q fijo, existe un m, tal, suficientemente grande, que 
depende sólo de e y de Q, que 


MER g3 mAP p 2 5 
O a OS 


Por eso, de la desigualdad (5,17) obtenemos que, para cual- 
quier p>0 y para m=mgfe, Q), tendremos 


me | TAPAO) 


ea 


PA 

‘Em 

De aquí, y aplicando el criterio de convergencia de Cauchy, 

obtenemos que la serie (1,15) converja absoluta y uniforme- 
mente respecto a P para cualquier Q fijo, 

Debido a ta relación (2,15), demostrada más arriba, ob- 
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tenemos de esto que la serie (1,15) converja precisamente 
hacia K(P, Q). En particular, 


K(P,P)= È sn s (6,17) 


Como K(P, P) es, por hipótesis, continua en la región ce- 
rrada G, y como todas las funciones gP) también son con- 
linuas en esta misma región (véase el lema del apartado 2 
$ 12) y todas las 2,, a partir de una dada, son positivas, 
por el teorema de Dini la serie del segundo miembro de 
(6,17) es uniformemente convergente respecto a P. Por cso, 
para cualquier £>0 constante existe un my tal, que sólo 
depende de e, que para cualquier p>0 será 
Ein 
in A 
De la desigualdad (5,17) se deduce que para cualesquiera 
P y Q, p=0, y las mismas m y e, tendremos que 
MEP CIAO) 
2 4 
por lo que la serie (1,15) es absoluta y uniformemente con- 
vergente respecto a (P, Q), que es lo que se quería demostrar. 


e si m=>mge). 


<E, 


$ 18. Ejemplo 


Consideremos la ecuación integral 
i 


OAJO d, Oaxsh, (1,18) 
E 


en donde G(x, E) es la función de Green, construida en el 
$ 2. Como fue indicado allí, esta función es simétrica res- 
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pecto a sus argumentos. Por esto, a la ecuación integral 
(1,18) se le puede aplicar la teoría desarrollada en el pre- 
sente capítulo, Como se vio en el $ 2, esta ecuación posee 
un conjunto infinito de funciones y valores propios, que 
fueron hallados en el $ 2, Normalizado las funciones pro- 
pias y escribiendo bajo las mismas Jos valores propios A 
correspondientes, obtenemos las sucesiones 


Y son x, ps k sen ka 
A 4 

Para simplificar fa escritura, pongamos en las ecuaciones 
(12) [== y cf =l. Aquí, a cada valor propio 4 le co- 
rresponde sólo A función propia. Fácilmente se com- 
prueba que las funciones propias, correspondientes a dife- 
rentes valores propios, son ortogonales entre sí, lo cual 
corresponde a la teoria general (véase cl apartado 1 del 
$13. 
Aplicando el teorema de Hilbert — Schmidt, obtenemos 
que cualquier función /(x) del tipo 


” 


A= [aw EME) dE Dex, (3.18) 


(2,18) 


en donde A(£) es una función de cuadrado inlegrable y de- 
sarrolíable en serie por Jas funciones propias (2,18) del nú- 
cleo G(x, E). Supondremos, como hasta ahora lo hemos he- 
cho (véase Ja observación al $ 1), que la función A($) tiene 
sólo un número finito de puntos de discontinuidad. Derive- 
mos dos veces respecto a x ambos miembros de la igualdad 
(3,18), así como lo hicimos en el $ 2, utilizando para esto 
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las fórmulas (1,2). Obtenemos que, con la posible excepción 
de un número finito de puntos, 


su. 


Recíprocamente, utilizando las anta (1,2), fácilmente 
se comprueba que cualquier función f(x), que es continua 
junto con su derivada primera en el intervalo cerrado [0,7], 
que es igual a O en los extremos de este intervalo, y que, 
en todos los puntos, a excepción de un número finito de ellos, 
posee derivada segunda, continua, de cuadrado integrable, 
es representable en la forma (3,18), en donde A(x) es tam- 
bién una función de cuadrado integrable; por A(x) se debe 


tomar, precisamente, A "O, Por lo tanto, según el teorema 


de Hilbert - Schmidt, EN que cualquier función f(x) con- 
tinua, que posea derivada primera, continua, en el intervalo 
cerrado [0,7], que tenga en todos los puntos derivada se- 
gunda, continua, a excepción de un número finito de puntos 
de cuadrado integrable, y que satisfaga a /(0)=f(x)=0, 
puede desarrollarse en una serie absoluta y uniformemente 
convergente de sen kx. Por la teoría de las series trigonomé- 
tricas es conocida Ja posibilidad de tal desarrollo, bajo su- 
posiciones más débiles respecto a f(x). Para esto es suficiente, 
por ejemplo, que f(x) sea continua junto con su derivada 
primera en el intervalo cerrado [0,1] y que satisfaga a f(0) = 
«/(1)=0*, En esta última clase de funciones es fácil ele- 
gir una función que no satisfaga a las condiciones del teo- 
rema de Hilbert — Schmidt; por ejemplo, es suficiente tomar 
una (unción sin derivada segunda en ningún punto. Esto 


*) G. M, Fijtengoits, Curso de Cálculo Diferencial e Integral, t. III 
M.-L., 1960, cap. XIX, 5 2, pág. 435. 
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demuestra que, en gencral, las condiciones del teorema de 
Hilbert - Schmidt no son necesarias para la posibilidad del 
desarrollo de f(x) en una serie absoluta y uniformemente 
convergente por las funciones propias. 

Demostremos que el sistema (2,18) es completo, es decir, 
que para cualquier función f(x), que sea continua en el 
intervalo cerrado [0,7], existe tal combinación lincal de 
sen kx, que el error cuadrático medio cometido al sustituir 
f(x) por esta combinación lincal es arbitrariamente pequeño. 
Obsérvese para esto, que para cualquier función f(x) con- 
tinua, en el intervalo cerrado [0, 71], se puede hallar en dicho 
intervalo una función f(x) tal, que sea continua junto con 
sus dos primeras derivadas y que se hace 0 en los extremos 
de este intervalo, que la norma de la diferencia f(x) ~/i(x) 
cs arbitrariamente pequeña. Como acabamos de ver, la fun- 
ción f(x) puede, a su vez, desarrollarse en una serie uni- 
formemente convergente de sen kx, Por eso, la función f(x) 
puede aproximarse por tal combinación lineal de sen kx 
(por Jas sumas parciales de la seric de sen kx, las cuales 
convergen uniformemente hacia esta función), que su error 
cuadrático medio sea arbitrariamente pequeño, Do aquí, 
y aplicando la desigualdad triangular (véase el ap. 5 $ 11), 

fácil verificar que el sistema (2,18) es completo, 
De aquí que, según lo demostrado en el apartado 10 del 
$ il, el sistema (2,18) es cerrado, 
Todos los valores propios del núcleo G(x, E) son posi- 
tivos. Por eso, a éste se le puede aplicar el teorema de Mercer. 
Resulta: 


A 


FC, t senesne sen anna: kas 


en donde la serie en el segundo miembro es absoluta y uni- 
formemente convergente respecto a (x, £). 


COMPLEMENTO 


$ 19, Reducción de una forma cuadrática 
a la forma canónica por medio 
de una transformación ortogonal 


Expondremos aquí la demostración de la posibilidad de 
tal reducción, correspondiente a la teoría de las formas in- 
tegrales I(q) desarrollada en Jos $$ 12 y 13. 

1. Señalemos, primeramente, algunas propiedades de los 
vectores unitarios ortogonales entre sí. Sean 


=P IP, k=l, am, 


n vectores unitarios ortogonales entre sí, es decir, 


n 
ZAP = 0 k p=h.. sn, 

ia 

en donde 9,,=0, si kæp y Spp=1. 

a) D=|pP| =x+!. En efecto, calculando D! por las 
reglas conocidas, como el producto de dos determinantes 
iguales, obtenemos un determinante, en cl cual la diagonal 
principal está formada por unidades y los restantes elemen- 
tos son iguales a 0. 

b) Denotemos por Ø$ el complemento algebraico del 
elemento q% del determinante D. Entonces 


DD). (1,19) 
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En efecto, para cualquier k se verifican las siguientes igual- 
dados: 
ŽOP- Dyf) 0, pal.. oh. 


Consider: Ea como » ecuaciones lineales, homogéneas, 
con coeficientes q, obtenemos las relaciones (1,19), ya 
que Dx0. 


n 
c) PAL a =ò (2,19) 
Esto se puede oñipradas multiplicando la igualdad (1,19) 


por y% y sumando respecto a k. 
2, Consideremos los valores de la forma cuadrática 


n 
F EPM, Kj=K m, (3,19) 
en donde todas las K,, y las q” son reales, en la esfera 
j 
n 
Z=. (4,19) 
i=l 


Por cl teorema de Weierstrass, en el conjunto cerrado, 
acotado, de puntos de la esfera (4,19) existe por lo menos 
un punto, en donde la función continua (3,19) alcanza su 
valor máximo. Supongamos que dicho valor máximo es 
igual a iy y que éste se alcanza en el punto A((gP,... 


A 
véase la nota 2 al apartado 3 del $ 12, en donde se demostró 
la existencia de una función g(P) en la “esfera” 
Jure dea, 
que da el máximo valor de la forma integral 


[[x.onero dr ao, 
siempre que este valor sea diferenteXde O. 


140 Complemento 


Consideremos los valores de la forma (3,19) en los pun- 
los de intersección Sn- de la esfera (4,19) con el hiper- 
plano perpendicular al vector (4%, ..., f) y que pasa 
por el centro de la esfera. Por el mismo teorema de Weiers- 
trass, entre los puntos del conjunto S,,... existe por Jo me- 
nos Uno, en donde la forma (3,19) alcanza su valor máximo 
respecto a los demás puntos de Spp. Supongamos que este 
valor máximo es igual a x, y que se alcanza en el punto 
dr 7). 

Consideremos luego los valores de la forma (3,19) en 
los puntos del conjunto S,_,, que es la intersección de Sp- 
con el hiperplano que pasa por el origen de coordenadas, 
perpendicular al vector (g$,..., q8). Sea ty el extremo 
superior de los valores de la forma (3,19) en S.,; por el 
teorema de Weierstrass, éste se alcanza por lo menos en un 
punto de Sn-a; Supongamos que tal punto es A (g9, ... 

93%). 

Siguiendo estos razonamientos, hallamos n vectores uni- 

tarios, perpendiculares entre Sí, py =(¢48, . . n a, k=l,... 
-a n. Tomémoslos como direcciones de los nuevos ejes 
coordenados Oyn, .. . Oy. Entonces 


a 
pa SO, k=1,.. n. 
tæl 
Cada conjunto Sn... es la intersección del plano de dimen- 
sión (n-k +1) 
0 ==. 00 
con la esfera 


Žo- : (5,19) 


El hecho de que la esfera (4,19) se transforma en la (5,19), 
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y por lo tanto, para todos los puntos del conjunto Sy~y se 
cumple la desigualdad (5,19), se deduce de que 


a n a 
Er t= A F 2, TS = 


-2 (2 or royo, 
TS] 
y según (2,19), 
PA DOY? => 


Se afirma que en las nuevas coordenadas y la forma 
(3,19) toma la forma 


A å 2 
Fs Y KOD Y KEKO = Suhe. (6,19) 
fe! ifai fl 


El hecho de que 
Ki=14, 


se deduce de que nuestra forma toma el valor p4 en el punto 
Aj, cuyas coordenadas y son todas iguales a 0, excepto 
y0, la cual es igual a 1. La igualdad Ký=Kň=0, para 
j>1, puede demostrarse de la manera siguiente. 

Supongamos que para cierto j> I se tiene K,,%0, Haga- 
mos todas las y, excepto yí0 y 44, iguales a 0. Enton- 
ces 

F= palp] + 2R yD 4 lp, 
Sea |y“P] muy pequeña en comparación con [p®], y 
OPH. 

Entonces, despreciando las magnitudes de orden [p0], ob- 


tenemos: 
Pau +2Kg 40. (7,19) 
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El signo de p% lo escogemos de tal modo que 2K¿y0>0, 
Entonces, de la relación (7,19) se desprende que en la esfera 
(5,19), o, lo que es lo mismo, en la esfera (4,19), existen 
o donde F>¿,, lo cual contradice a la definición de 

. Con esto se termina la demostración de que todos los 
ke =0 para j=1, De la misma manera se demuestra que 
todos los demás Kf son iguales a 0, si ¿xj 

De nuestra propía construcción se tiene que 


UE a. E pne 
Algunos de los números z4 pueden ser iguales a 0, y otros, 


negativos. Numeremos los ¿ y los y, respectivos de tal 
forma que 


MA. E fs == fin = (1140 para iam). 


Hagamos 
1 A 
hem i=l,...,m. 


Entonces la igualdad (6,19) toma la forma 
È, Ka SEE., 
nje 
Si A, .... 2» son positivos, Y Ap41,+.., Àm negativos, en- 


tonces Y?,,.... Y 2, se llaman semiejes reales de la super- 
ficie 


DP 
A K, MO Z Fa, (8,19) 
ilmente se boi que esta superficie intercepta segmen- 
tos +//2, en los ejes Oy? para ¿=1,2,...,v; YA, es el 
menor de los semiejes reales. Las magnitudes Y —2y4+1,..- 
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2.» Y 2 se llaman semiejes imaginarios de la superficie 
(8,19). Esta superficie no se corta con los ejes reales Oyb+0 
e. O, 

Si m=n, en el espacio (p, ... ga) y en el (y, , 
a... 40), [a ecuación (8,19) representa una superficie cilin- 
drica, cuyas generatrices son paralelas al plano 

Oa., =p M=0. 
En este caso, es natural decir que los semiejes correspon- 
dientes a los ejes Op("+D, ..., Op" son infinitos. 

En los apartados siguientes volveremos a la anterior nu- 
meración de los ejes. 

3. Demostremos que 


A 
eof =Z Kug, i=l, an (9,19) 


En efecto, en virtud de nuestra construcción. para todas 
las q» reales tiene que ser 


Fan SUF- S Kyro. 
Isi ja 


Si g®=pP para todo i entonces F=0, es decir, se 
alcanza el valor minimo. Por eso las derivadas parciales 
respecto a todas las variables, tomadas para estos valores 
de e son iguales a cero, lo que nos da las igualdades 
(9,19). 

4. Al hallar el eje Oy, en lugar de considerar el valor 
de la forma (3,19) en el conjunto S._.,, que es la intersección 
de la esfera (4,19) con el hiperplano yp(D=0, si ¿a>0, se 
pueden considerar los valores de la forma 


a A 
É eS AGO (10,19) 
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en toda la esfera (4,19). Es fácil demostrar, que la forma 
(10,19) alcanza su valor máximo #* en cierto punto A*(pM*, 
. 9%), perteneciente a Sn-o y H*= fa. En efecto, 


Zu RIA = 
= È KAO tp yO. (11,19) 
T: i=? 


Por eso, para que la forma (10,19) tome su valor máximo 
en el punto A* de la esfera (4,19) o, lo que es lo mismo, 
de la esfera (5,19), es necesario, si zt >0, que para este punto 
todas las y; sean iguales a 0, excepto aquellas a las que 
les corresponden valores y, iguales a (y; a su vez, la suma 
de los cuadrados de estas últimas debe ser igual a t. Aquí 
conservamos la numeración inicial de ¿,, según la cual 


Pg lg a fl 

Por lo tanto, x* debe ser igual a ft; el punto 4* está en 
Sna y éste puede tomarse por Az. Este método de hallar 
el segundo semieje no sería aplicable si ¡ty =0, ya que en- 
tonces la forma (11,19) alcanzaría su valor máximo 0, por 
ejemplo, para 


vol, pay... ==. 


De la misma manera, si t, >0, la búsqueda del eje Oz 
se puede reducir a hallar el máximo de la forma 


É Ky a PaP- ea PP (12,19) 
„Jai 
en la esfera (4,19), etc. 


Aplicando a la forma (10,19) los mismos razonamientos 
que en el apartado 3, se puede demostrar, si ¡1y>0, que 
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%9, ¿=1,2,..., n, deben satisfacer a las ecuaciones 


E 
egg Á Ky- PIP 


MOI KR, id 13,19) 
ES Y YD, i (13,19) 
puesto que 

AA =0. 

A 


Utilizando la forma (12,19) y otras formas construidas 
análogamente, se puede demostrar que $9, g$, ..., co- 
rrespondientes a ¿>0, g1,>0,..., también satisfacen a las 
ecuaciones del tipo (9,19), 

Si, en cambio, (.y=0, esto significa que la forma cua- 
drática 


n 
IATA 0, 


para cualesquiera 4, ¿=1,2,...,n, y es igual a cero, si 
g® =g% para todo ï. Igualando a cero las derivadas par- 
ciales de esta forma, respecto a todas las variables, tomadas 
para los valores p =¢$, obtenemos que g% satisfagan 
a un sistema de ecuaciones del tipo (9,19). Estos mismos 
razonamientos son aplicables a los otros vectores q40, que 
corresponden a y =0. 

Si 11, <0, entonces los números ga, ¿ta - - ., fín, QUe SON, 
en este caso, todos negativos, y sus correspondientes vecto- 
res (Ë, rP... gP), i=1,2,....n, pueden hallarse con- 
siderando el mínimo de ta forma (11,19) (en lugar de su 
máximo). En este caso, los números jts, #3, ..., lla Y SUS 
vectores correspondientes se obtienen en orden inverso, Aná- 


10 
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logamente se puede proceder si ¿<0, etc. En todos estos 
casos se conserva la ecuación (13,19) y las ecuaciones aná- 
logas a ella para los demás vectores (0, pS, ..... g9). 

Ejercicio. Basándose en las ecuaciones (9,19), (13,19), . . 
elaborar un método no varjacional de reducción de las for- 
mas cuadráticas a la forma canónica, utilizando la solución 
de la ecuación característica 


|Ky- 18, |=0. 


$ 20. Teoría de las ecuaciones integrales 
con múcleos simétricos en la clase de funciones 
de cuadrado integrable según Lebesgue 


La teoría de las ecuaciones integrales con núcleo simé- 
trico, construida anteriormente, se generaliza fácilmente a 
ecuaciones integrales con núcleos simétricos e integrables, 
según Lebesgue, junto con sus cuadrados, lo que le da más 
armonía. 

La construcción de esta nueva teoría tiene mucho de 
parecido con las construcciones de los $ § H —16 y se lleva 
a cabo exactamente por el mismo plan. Por eso nos limi- 
taremos sólo a exponer aquellos lugares de esta teoría que 
se diferencian esencialmente de los correspondientes a la 
teoría desarrollada anteriormente. 

1. Supondremos conocida la teoría de la integral de 
Lebesgue *. Señalemos solamente algunas propiedades de 
las funciones integrables según Lebesgue (sumables). 

a) Teorema de Fubini. Supongamos que la función f(P, Q) 
es integrable sobre el producto topológico de los conjuntos 


E Véaso, por ejemplo, I. P, Natanson, Teoría de Funciones de 
Variable Real, 2% ed., Fizmatguiz, M., 1957, Véase también G. E. Shiloy, 
Análisis Matemático (curso especial), 24 ed., Fizmatguiz, 1961, 
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medibles G; y G}, donde PEG, y QEG,. Escribamos esta 
integral en la forma 


I= | [ñr.9) ar do. 
G: Or 
Entonces, para casi todos los puntos Q, pertenecientes a Gg, 
existe la integral 


KO) = [AP, Q) dP; 


Gr 


la función /(Q) es sumable y 
1= $10) do. (120) 


O 


Recíprocamente, si para casi todos los puntos Q€G,, 
existe la integral 


TO= f IAP, O)| aP, 


G 


en donde la función 7*(Q) es sumable sobre G,, y si X(P, Q) 
es medible en GGs, entonces existe también la integral / y 
es válida la igualdad (1,20). 

Recordemos que se llama producto topológico G,G, de 
los conjuntos G, y G, al conjunto de ”puntos” (P, Q) tales, 
que PEG, y Q€6,. Se supone que los conjuntos G,, Gy y 
G,G, están respectivamente en los espacios euclídeos (x,,... 
Xd Orsos Ya) Y (Xp + A O) + > sYa). Si los 
puntos P y Q se determinaban, respectivamente, por las 
coordenadas (x,, .... Xy) € (Pı, - - - Ya), entonces, el punto 
(P, Q) se determina por las coordenadas (Xy, +... Xas Vrs» 
«+» Ja). Las medidas de los conjuntos G,, Ga y G,G, se 


108 
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definen como las medidas de Lebesgue en los espacios euctí- 
deos de dimensiones d,, d, y d,+d,, respectivamente. 

b) Supongamos que la función f(S) está definida en la 
región d-dimensional G, y que la integral de A(S} sobre cual- 
quier cubo d-dimensional, situado dentro de G, con los 
aristas paralelas a los ejes coordenados, es igual a 0. En- 
tonces f(S)=0 en casi todo G. 

c) Teorema de Fisher— Riesz. Sea dada una sucesión in- 
finita de funciones de cuadrado sumable en cierto conjunto 


medible G: 
NPRIAP) NP, 


Supongamos que para cada «0 existe un número N tal, 
que 


VS? dP<s, 220) 
G 


si n>N y m=N. Entonces, en la región G existe una fun- 
ción /(P} de cuadrado sumable tal, que 


Tu, sar > 0. (3,20) 


6 


La afirmación recíproca, que de (3,20) se deduce (2,20), 
es evidente. 

En lo sucesivo la convergencia de una sucesión de fun- 
ciones se entiende sólo en media. El teorema de Fisher— 
Fiesz es el análogo de la bien conocida condición necesaria 
y suficiente (criterio) de convergencia de Gauchy. El espacio 
de funciones, en el cual el criterio de Cauchy asegura la 
convergencia de una sucesión de funciones, se llama com- 
pleto. Esto significa, que el espacio de funciones de cuadrado 
sumable, en donde la convergencia se entiende en media, es 
completo. 
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d) En la clase de funciones de cuadrado sumable se pue- 
den realizar todas las construcciones y demostrar todas las 
proposiciones hechas en los apartados 1 — 10 del $ 11, para 
funciones que tienen discontinuidades sólo en un número 
finito de puntos, de líneas o de superficies k-dimensionales 
(k=2,3,...,d—1), cuando la integración se entendía según 
Cauchy. Además, se puede demostrar, que en esta clase los 
conceptos de sistema completo y cerrado de funciones orto- 
gonales normalizadas coinciden totalmente. La demostra- 
ción dada en cl apartado 10 del $ 11, de que un sistema 
completo es cerrado se extiende completamente a la clase 
considerada de funciones de cuadrado sumable. La afirma- 
ción de que en esta clase un sistema de funciones ortogonales 
normalizadas que es cerrado es también completo, se de- 
muestra de la manera siguiente. 

Supongamos que un sistema de funciones ortogonales 


normalizadas 
PLP) PAP), <- a PP). (4,20) 


no es completo. Entonces existirá una función AP) de cua- 
drado sumable tal, que 


Sri» ar- Ža -0, (5,20) 


en donde 
ar= [RPIALP) de. 
Consideremos la sucesión de sumas parciales de la serie 
ZamkP). (6,20) 
G 
Esta satisface al criterio de convergencia de Cauchy, puesto 


que 
fI Fa P)ļ'ar= Za 
kamt wP Tr 
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y la serie numérica infinita az es convergente, por lo cual 
para esta última se cumple el criterio de Cauchy. Por esto, 
según el teorema de Fisher ~ Riesz, existe una función p(P) 
de cuadrado integrable, hacia la cual la serie (6,20) con- 
verge en media. Entonces, la función 


NP) HP) 


será ortogonal a todas las funciones p(P), y la integral de 
su cuadrado, que es igual al primer miembro de (5,20), será 
positiva. Por lo tanto, el sistema (4,20) no es cerrado, 

e) Señalemos una propiedad importante más de las fun- 
ciones de cuadrado sumable, que utilizaremos en Jo suce- 
sivo. 

Para cualquier función F(P) de cuadrado sumable en un 
conjunto medible G, y para cualquier £>0 existe una fun- 
ción continua f(P) tal, que 


tr) APP <e >, 


2. Al integrar una función según Lebesgue, los valores 
del subintegrando en un conjunto de medida O no influyen 
en el valor de esta integral. Puede considerarse inclusive 
que esta función no está definida en un conjunto de medida 
0. Por eso, a todas las funciones que coinciden en un con- 
junto de medida completa, es decir, que dificren sólo en un 
conjunto de medida 0, en donde algunas de estas funciones 
pueden incluso no estar definidas, es natural considerarlas 
equivalentes y no diferenciarlas una de otra. Por eso, Ilama- 


Le) V. 1. Smirnov, Curso de Matemáticas Superiores, t. V., Fizmat= 
guiz, M., 1959, cap. II, $ 3, p. 60; I. P. Natanson. Teoría ae Funciones 
de Variable Real, 22 cd., Fizmatguiz, M., 1957, cap. VII y XU. 
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H(P)=A] KCP, OriO) dQ (7,20) 
a 
a Cualquier función de cuadrado sumable que satisfaga 
a esta ccuación para casi todos los P. 

La demostración de que para cierto À real, en la clase 
de las funciones de cuadrado sumable, existe una solución 
no trivial de la ecuación integral (7,20) con núcleo real si- 
métrico, se lleva a cabo por el mismo plan que fue admitido 
en el $ 12, Por esto expondremos sólo aquellas partes de la 
demostración que se diferencien esencialmente de los co- 
rrespondientes lugares del $ 12. Supondremos que existe la 
integral 


J fxxe, 0 ar ag (8,20) 


extendida sobre el producto topológico de dos conjuntos 
medibles, iguales, G, a los cuales pertenecen los puntos P 
y Q. Por el teorema de Fubini, de esto se deduce que para 
casi todos los P existe la integral 


[ xx". 00 
y, por lo tanto, para casi todo P existe la integral 
JKE ONO do 
para cualquier función p(Q) de cuadrado sumable, ya que 


IKP, OQ)” EEO, 


Aquí, como en lo sucesivo, el simbolo ff denota la 
integración sobre el producto topológico de dos conjuntos 
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medibles, iguales, G, a los cuales pertenecen los puntos P 
y O; el simbolo [| denota la integración sobre el conjunto G. 


Para cualquier función g(P) de cuadrado sumable existe 
Ja integral 


J J KCE, DPO) aP ag 


puesto que 


IKCP, OCP) =} IKP, DARRO, 


| JPO ar do= fap) aP. forco) do. 


En lo sucesivo consideraremos sólo nucleos K(P, Q) si- 
métricos, para los que existe la integral (8,20). En general, 
en todo lo que sigue se considerarán sólo funciones de cud- 
drado integrable, según Lebesgue, en todo el conjunto G en 
que están definidas. No volveremos a repetir esto cada vez. 

3. El apartado I del $ 12 se repite totalmente. 

En lugar del teorema demostrado en el apartado 2 del 
$ 12 demostraremos el siguiente: 

Sea dada una familia H de funciones IP), para cada una 
de las cuales 


f MP) dP = M°, (9,20) 
M>0, 


en donde M es una constante, la misma para todas las fun- 
ciones MP). Entonces, la familia 3 de las funciones y(P), 
definidas por la igualdad 


»(2)= ] KCP, QUO) do, 
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es compacta. Esta significa que de cada conjunto infinito de 
tales funciones se puede extraer una sucesión convergente en 
media. 

Demostración. Si K(P, Q) es una función uniformemente 
contínua cuando PEG y QEG, entonces, por el teorema de- 
mostrado en el apartado 2 del $ 12, la familia de funciones 
y(P) es equicontinua y uniformemente acotada. 

Según el teorema de Arzelá, la familia de funciones y(P) 
es compacta, o sta, de cualquier sucesión infinita de fun- 
ciones p(P) puede extraerse una sucesión parcial uniforme- 
mente convergente y, por lo tanto, convergente en media. 
Empleando esta proposición, demostraremos la compacidad 
de fa familia > para un núcleo arbitrario K(P, Q) de cua- 
drado sumable. 

De acuerdo con la nota «) del apartado 1 del presente 
parágrafo, podemos construir una sucesión de funciones 
continuas 


KIP: O), KAP, Q). oy K. LP, Q), ... 
tal que 
$ fruta, 0) KAP, O) dP dQ egri 00.20) 
1 Ny RA 
Sca dada ahora una sucesión infinita de funciones 
LR VA, oo (11,20) 


de la familia 3, obtenida por medio de la sucesión de fun- 
ciones 
MAP), HAP). PY (12,20) 


de la familia H, de tal modo que p= Kfu (ver (2,6)). 
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Como K(P, Q) es una función continua, de la sucesión 
(12,20) se puede extraer una subsucesión infinita 


hP), MDP), -, OP), ~.» (13,20) 
tal, que la sucesión de funciones 
K hD, KI, KB, o0 (14,20) 


converge uniformemente y, por lo tanto, converge en media. 
Luego, de la sucesión (13,20) nuevamente extracmos una 
subsucesión infinita 


ICI MOP), (15,20) 
tal, que la sucesión 
KAP, KAP KHP, + KAP a 


converge en media, etc. 
Es fácil ver que la sucesión 


PCP), POB), CP) (16,20) 
es tal, que para cualquier Km(P, Q), la sucesión 
Kry, Kofi, «Kali, aaa (17,20) 


converge en media. 
Demostremos ahora que la sucesión de funciones (P) 
de la familia > 


KKP, KISD, KO, <<, 
que es una subsucesión de (11,20), también converge en 


media. 
En efecto, por la desigualdad triangular (véase la pág. 83) 


KIO — KRE | = | | KAG? — K phg + 
HIKA? - KAPI + IKAP — KKN. (18,20) 
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De la condición (10,20) se deduce que p puede elegirse tan 
grande que || K4- Kh]| sea menor que cualquier e >0 para 
todas las funciones de la familia H. Es fácil convencerse de 
esto aplicando la desigualdad de Bunyakovski, ya que 


(J ix”, 0) - KP, OO) ao} = 


= Í IKCP, 0) - KAP, O)? d f 4O) do 
y 
ATT 


1 
=M[ | [ (K, 0- KAP, Ode do] mM... 


Tomando p de este modo, podemos indicar un número N 
tal que, sí A y m son mayores que N, se tiene 


IKAR -KAP <e, 


puesto que la sucesión (17,20) converge en media. En este 
caso, el primer miembro de la desigualdad (18,20) es menor 
que 3e. De este modo queda demostrado que la familia > 
es compacta. 

4. La demostración de la existencia de valores propios 
finitos para las ecuaciones integrales con núcleo simétrico 
K(P, Q) de cuadrado sumable respecto al conjunto (P, Q), 
si G es acotado, se realiza de la misma manera que en el 
apartado 3 del $ 12. La diferencia consiste sólo en lo si- 
guiente. 

a) La función pp(P) se debe definir de tal forma que 
sea igual a O en todos los puntos, a excepción de la inter- 
sección del conjunto G con cierto cubo Kp, cuyo centro 
está situado en el punto P, y los lados son paralelos a los 
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ejes coordenados. En esta intersección, la función pe (P) 
debe ser igual a L. Entonces, la hipótesis de que jiy = Uy =0, 
nos lleya a la conclusión de que la integral 


J [ KP. O aro, 


tomada sobre la intersección de G-G con cualquier cubo 
2n-dimensional en el espacio (P, Q), debe ser igual a O, si 
las aristas de este cubo son paralelas & los ejes coordenados. 
Utilizando el apartado | b} del presente parágrafo, es fácil 
obtener de csto que K(P,Q)=0 en casi todo el producto 
topológico del conjunto G por sí mismo (incluso si G no 
es una región). 

b) La convergencia debe entenderse en todas partes como 
convergencia en media y, en correspondencia con esto, en 
lugar del teorema demostrado en el apartado 2 del $ 12, 
debe aplicarse el teorema demostrado en el punto anterior 
del presente parágrafo, 

c) Para cada valor propio existe sólo un número finito 
de funciones propias linealmente independientes, y los valo- 
res propios no pueden tener puntos de acumulación finitos. 
Esto puede demostrarse de la mancra siguiente. Construya- 
mos para el núcleo dado K(P, Q) las sucesiones (6,13) y (7,13) 
de la misma manera que se hizo en el $ 13. A priori, no ex- 
cluiremos la posibilidad de que todos los miembros de la 
sucesión (7,13), a partir de uno de ellos, coincidan. Enton- 
ces, para cualquier /m, 


Jilke. o- ZO ura- 


= f fxr, 0 de do- Ez, o. 
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De esto se deduce que la serie 


es convergente, por lo cual 2,0 para ¿== æ, 

Observación, De este modo, una ecuación integral con 
núcleo de cuadrado integrable posee nò más de un con- 
junto numerable * de valores propios y de funciones pro- 
pias lincalmente independientes. Este hecho es un caso parti- 
cular de que cualquier sistema ortonormal de funciones S, 
definidas en una región finita, tiene potencia numerable o 
finita. En efecto, del teorema de Weierstrass se deduce fácil» 
mento, que para cualquier función fe S existe un polinomio 
qy en las coordenadas con coeficientes racionales tal, que 
la norma de la diferencia f—q, es menor que cualquier e + 0 


previamente asignado y, en particular, es menor que 42, 


Pero el conjunto de tales polinomios es numerable y, si S 
no fuese numerable, entonces existitian f*f” tales, que 
wvy=q¡". De esto, por la desigualdad triangular (véase el 
aparlado 5 del $ 11), la norma de, Ja diferencia f”—f'” será 
menor que y2. Pero esto es imposible, ya que, como 
fácilmente se verifica, la norma de la diferencia entre 
dos funciones normalizadas ortogonales cualesquiera es 
igual a VZ. 

5. Los razonamientos de Jos $ $ 13—16 conservan total- 
mente su valor, si el conjunto G es acotado. Es necesario 
sólamente considerar en todas partes la convergencia media 
en lugar de la convergencia uniforme. Por ejemplo, el teo- 


DE Esto s significa que este conjunto es finito o numerable (N. del 
R. de la trad.). 
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rema de Hilbert— Schmidt afirma ahora la convergencia en 
medía de la serie (3,14) hacia la función /(P) intrínsecamente 
representable. 

6. Es fácil demostrar todos los teoremas de Fredholm 
para fas ecuaciones integrales (7,14) con núcleos simétricos 
K(P, Q) del tipo considerado, si el conjunto G, por el cual 
se toma la integral, es acotado. 

Para cualquier función NP) de cuadrado sumable del 
segundo miembro de la ecuación (7,14), se pueden formar 
los coeficientes de Fourier, utilizando el sistema de funcio- 
nes propias ortonormales (6,13) del núcleo K(2, Q). En 
virtud de la desigualdad de Bessel, la suma de los cuadra- 
dos de estos coeficientes es convergente. Aplicando el teo- 
rema de Fisher — Riesz, es fácil comprobar que, si 2 no es 
igual a algún valor propio 2};, la serie del segundo miembro 
de (10,14), para cualquier función f(P) de cuadrado suma- 
ble, converge en media hacia cierta función gy(P), también 
de cuadrado sumable. Entonces esta función po(P) satisfaco 
a la ecuación (7,14) en qasi todos los puntos. Para verificar 
esto, obsérvese, ante todo, que, si los resultados de sustituir 
T(P) en ambos miembros de la ecuación (7,14) (F,(P) y 
FP), respectivamente) no coincidiesen en casi todos los 
puntos, entonces la integral del cuadrado de su diferencia 
no sería igual a 0. Demostremos que esto no puede ser. 
Para esto, en ambos miembros de la ecuación (7,14) susti- 
tuyamos y(P) por 


a$ Le fe). 
A 


m 


Supongamos que los resultados de esta sustitución sean las 
funciones FÍY(P) y FÍP(P). Es evidente, que para n sufi- 
cientemente grande, las normas (distancias cuadráticas me- 
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dias) de las diferencias F, Pf” y F,- FS, que denotare- 
mos por 


IA-FP11 y I| F.—F ||, respectivamente, 


serán arbitrariamente pequeñas. Aplicando la desigualdad 
triangular, de aquí obtenemos que no puede tener lugar la 


relación 
I FP-FP | > 0 
si 
11F, —F211,0. 
Pero, por otra parto, 


EP) = 
=x f Ke, 0) E GR do +1 f KCP, ONO) dg LAP). 


Aplicando el teorema de Hilbert—Schmidt en su nuevo 
enunciado, y también el hecho de que q, son funciones pro- 
pias del núcleo K(P, Q), obtenemos de esto que, en casi 
todos los puntos, 


a P 
PÈT E+ APRA 
> ¡(P) S&A 
ALL È flp). 
n o a imn41 “i 
Por lo tanto, en casi todosżlos puntos 


RNP- ANPA S O, 
itn! ^i 
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por fo cual, 


4 ES 
IFEXP)- FPXP) |= È E 0. 
1541 24 


De este modo, la hipótesis de que (P) no satisface en casi 
todos los puntos a la ecuación (7,14) nos ha llevado a una 
contradicción. 

Por lo tanto, si A no es igual a ninguno de los valores 
propios de la ecuación (7,14), entonces esta ecuación tiene 
solución para cualquier función f(P). Esta solución es única, 
En efecto, si 9,(P) y Pa(P) fueran soluciones de la ecuación 
(7,14), entonces q (2)—q LP) sería solución de la ecuación 
homogénea correspondiente y, contra lo supuesto, À sería 
un valor propio. De este modo, el primer teorema de Fred- 
holm queda demostrado, 

Por la simetría del núcleo K(P, Q), el segundo teorema 
de Fredholm es una consecuencia evidente de la nota c) 
del apartado 4, 

Cuando 4 coincide con uno de los valores A,, para la 
existencia de una solución de la ecuación (7,14), es nece- 
sario que f(P) sea ortogonal a todas las funciones propias 
PCB), AÍH(P), correspondientes a este 7,, ya que en- 
tonces se debe tener que: 


[acera des 
=} | J KP, OO) dP dQ + [APIAN) dP= 


= | KOAD do + [rex otr) aP, 
AA 
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Verifiquemos que esta condición es suficiente, Para esto, 
formemos la serie (10,14), haciendo que en tos términos en 


que 2=2, (y por eso f=0) la relación 1 sea igual a 


cualquier número fijo q. Entonces, análogamente a lo an- 
ps se verifica que la serie obtenida converge en media, 

y que su suma satisface a la ecuación (7,14) en casi todos 
los puntos. Al variar a, tendremos todas las soluciones de 
la ecuación (7,14) (que se obtienen de una solución cual- 
quiera, agregando todas las soluciones de la ecuación homo- 
génca correspondiente). Con esto, queda demostrado el ter- 
cer teorema de Fredholm. 


Capitulo 1, Introducción. Teoremas de Fredholm .......... 


$ 1. Definiciones. Ejemplos AER 
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integrales lineales 
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y las ecuaciones algebraicas lineales, Enunciado de 
los teoremas de Fredholm s 

$ 4. Ecuaciones integrales con núci jege 

$ 5. Ecuaciones integrales con núcleos ollas: de 
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